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Pessi bok vard til uppur fyrirlestran6tum sem studst var vio i kennslu a fyrsta nam-
skeidi 1 steerdfraedigreiningu fyrir verkfraedi- og taeknifreedinemendur vio Haskélann 1
Reykjavik.

Vi0 viljum pakka nemendum i HR sem i gegnum tidina hafa komido med margar
goo0ar abendingar um pad sem betur meetti fara. Vid viljum pakka steerofreedingunum
Johanni Sigursteini Bjornssyni og Hirti Bjornssyni fyrir margt gott innlegg. Ad auki
viljum vid pakka Helga Hlynssyni fyrir myndvinnslu.

Myndin a forsidunni er tekin ur greininni Lyapunov Function Verification: MATLAB
Implementation eftir Skila Gudmundsson og Sigurd F. Hafstein sem birt var i rao-
stefnuriti Modelling, Identification and Control of Nonlinear Systems (MICNON)
2015.
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Mengi og takn
Adgerdir & mengi
R6SUN rauntalna
Nokkrar algebrureglur
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1.1

Mengi og takn
Skilgreining 1.1.1 — Oformleg. Mengi er samsafn af hlutum eda stokum sem hafa
6tvireeda audkenningu (lysingu) en heegt er ad greina stokin hvert fra 66ru. Mengi
eru oftast taknud med hastéofum A, B,C,D,... en stok mengis med lagstofum
a,b,e,d,. ...

Med 60rum ordum, er mengi vel skilgreint (e. well-defined) eda otviraett samsafn af
stokum. Ef endanlega morg stok eru i mengi pa er haegt ad telja 61l stokin upp; ef A er
14tid takna mengi allra tolustafa 1 tviundakerfinu pd er A = { 0,1 }. Mengi nattirlegu
talnanna, talnanna sem notum oftast til telja hluti, er svo deemi um 6endanlegt mengi
{1,2,3,4,...}. Tolurnar i tvisvar sinnum toflunni (sléttu tolurnar) mynda einnig
mengi, af pvi ad enginn vafi leikur a pvi hvort gefin tala er 1 tvisvar sinnum t6flunni
edur ei. Allt skemmtilegt folk er hins vegar ekki mengi; pad er ekki 6tviraett hver er
skemmtilegur og hver er pad ekki.

Taknmadl
Latum A og B vera mengi:

x er (stak) i menginu A r€EA

x er ekki (stak) i menginu A x¢ A

A er hlutmengi i B ACB

Sammengi A og B AUB

Snidmengi A og B ANB

Faldmengi A og B AXxX B

Mengi allra staka = pannig ad P(z) gildir {z | P(z)}

par sem P(x) er einhver fullyrding um =

mDemill {2n—-1|n=1,2,3,...} ={1,3,5,... } er mengi oddatalnanna. "
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Fullyrding er setning sem er annad hvort sonn eda 6sonn. Latum P og ) vera
fullyrdingar:

Ef Pba @ (Af P leidir Q) P=Q

Qef P (Q leidir af P) Q<P

P béa og bvi adeins ad Q (P jafngildir Q) P Q
fyrir 61l = YV

tiler = dx

Jakvaeodar tolur eru allar tolur sem eru staerri en nill, en neikvaedar tolur eru
allar tolur minni en nadll. Talan nudll er hvorki jakvaed (vidleeg) né neikveed (fradreaeg).
Tala sem er staerri eda jofn nulli (e. non-negative), a > 0, er so6gd vera ekki neikvaed,
frekar jakvaed eda ofrddraeg. Tala sem er minni eda jofn nulli (e. non-positive), b < 0, er
sogd vera ekki jakvaed, frekar neikvad, eda 6vidleg.!

Algeng talnamengi eda talnakerfi hafa fratekin takn

N ={1,2,3,...} er mengi natturlegra talna, t6lurnar sem vid notum venjulega
til ad telja hluti. Peer kallast einnig jakvaedar heiltolur.

Hversu hatt sem vio teljum, ma alltaf telja haerra. Natturlegu télurnar
eru pvi sagdar vera teljanlega 6endanlega margar; taknad #N = cc.
Taknid co stendur fyrir 6endanlegan fjolda.

NU {0} = {0,1,2,3,...} er mengid sem inniheldur nill og nattirlegar tolur. 2
Z={...—3,-2,-1,0,1,2,3,...} er mengi heiltalna (e. integers)?

7. er mengi jakvzedra heiltalna*

Z_ ={-1,-2,-3,...} tdknar neikvaedar heiltolur.

Q= {Z | a,b € Z,b+# 0} er mengi almennra brota (e. common fractions).®

Sum almenn brot er haegt ad skrifa sem endanleg tugabrot (e. terminating decimal

fraction):5 Til deemis er 2 = -5 = 0.4, pannig ad almenna brotid 2/5 er sama talan

. e 31 21
og tugabrotid 0.4. Med deilingu fest t.d. ad 20 = 1.55 og 3= 2.625 eru endanleg
tugabrot.

MATLAB
» format short
» [31/20 21/8]
ans =

1.5500 2.6250

THér er studst vid Ordaskra Islenska steerdfraedafélagsins 4 sidunni http://www.stae.is

2Sumir taka N U {0} sem mengi néttirlegra talna og tdkna med N.

3 (b. Zahlen).

4Sumir skrifa Z i stadinn fyrir N.

5 Takid eftir ad b # 0 af bvi ad deiling med niilli er éskilgreind. Til ad sja betur af hverju, skulum vid
lata sem svo ad auk pess ad null sinnum hvada tala sem vera skal sé null, ad ba sé deiling med nulli
skilgreind. Setjum t.d. % = k. Margf6ldum 1 gegn meod 0 og faum 1 = k-0, og par sem k-0 = 0 pa er
1 = 0. Alveg eins hefoi matt préfa % = k, sem gefur ad 2 = 0. Vid sjaum nuna ad ef deiling med nulli er
leyfd i einhverju gefnu talnamengi ba er null eina talan { pvi mengi.

%1 pessari bk er notadur punktur en ekki komma 1 tugabrotum til pess ad geeta samreemis 4 milli
texta og forrita.


http://www.stae.is
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Pegar deilingin gengur ekki upp faum vid éendanleg tugabrot en pau eru lotu-
bundin.

MATLAB
» format long
» [2/3 15/13 19/37]
ans =
0.666666666666667 1.153846153846154 0.513513513513513

Vi0 rifjum upp ad sérhvert almennt brot er einnig haegt ad skrifa sem tugabrot,
annad hvort sem endanlegt tugabrot eda (6endanlegt) lotubundid tugabrot. Ennfremur
er haegt ad skrifa endanleg tugabrot, t.d. 0.2, sem éendanlegt tugabrot med pvi ad
beeta vid lotunni nall (6endanlegri runu af nallum aftan vid sidasta aukastaf), t.d.
0.2 =0.2000... = 0.20. Pa sést ad

Q er mengi allra lotubundinna tugabrota.

Vid kollum almenn brot og lotubundin (6endanleg) tugabrot einu nafni raedar
tolur (e. rational numbers).

m Dcemi 1.2 Talan 0.333... = 0.3 er lotubundin tala og pvi raed. Synum ad hin hefur
lika framsetningu sem almennt brot. Setjum x = 0.3. Tiféldum og faum 10z = 3.3.
Leysum jofnurnar saman (drogum fyrri jé6fnuna fra peirri seinni) og faum

_ _ 1
10z — z = 3.3 — 0.3 sem jafngildir 92 = 3. Paer z = 3 sem er almennt brot.

Vid getum fengid meira ur deeminu; preféldun jéofnunnar 0.3 = % hefur i for med
sér ad 0.9 = 1. Nu sést ad sérhverja heiltolu er haegt ad rita sem lotubundid tugabrot;
t.d. 4 = 3.9. Petta pyoir pa sér i lagi ad heiltélur eru hlutmengi i mengi reedra talna.

Hugsum okkur nd 10 hlida tening og hlidar nimeradar med tolustéofunum 0,1,...,9
og einn tolustafur a hverri hlid. Vio setlum ad bua til tolu med pvi ad kasta teningnum.
Fyrstu prju kostin gefa, segjum, 5, 2, 3 sem gefur tugabrotid 5.23. Ef vid hettum
einhvern timann ad kasta teningnum pa er talan sem vid myndudum tugabrot sem
haegt er a0 skrifa sem almennt brot t.d. 5.23457014 = i’ggégggég og fullstytt %0%5&7. Ef
teningnum er hinsvegar kastad 6endanlega oft pa verdur ao teljast 6liklegt ad pad
veroi regla (lota) i upprédoun aukastafanna eins og gildir um 6endanleg lotubundin
tugabrot. Ef vid imyndum okkur ad sérhver rauntala sé myndud meo svona 6endanlegu
teningakasti pa sér maodur fyrir sér ad almenn brot eru hverfandi litill hluti allra
rauntalna.

I Skilgreining 1.1.2 Télur sem ekki er haegt ad rita sem almenn brot kallast éraedar
tolur (e. irrational numbers).

Daemi um 6rsedar tolur eru

V2 =1.41421356..., m =3.14159265. ..,
e=2.71828182..., logy(3) = 1.58496250. ..


http://en.wikipedia.org/wiki/0.999...
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MATLAB
» [sqrt(2) pi; exp(l) log(3)/log(2)]
ans =
1.414213562373095 3.141592653589793
2.718281828459046 1.584962500721156

m Dcemi 1.3 Lausn 4 jofnunni 2* = 3 er ekki haegt ad rita sem almennt brot; m.6.0. er
x = log, 3 6raed tala’.

Sonnun. Hér eru nakveemlega tveir moguleikar og annar tutilokar hinn; annad hvort
er log, 3 raed eda oraed tala. Vid synum ao ef gert er rad fyrir ad talan log, 3 sé raed pa
leidi pad til métsagnar.d

Gerum r4d fyrir log, 3 sé raed tala. P4 eru til nattirlegar? tolur a og b bannig ad

% = log, 3 sem er jafngilt

20 — 3b, (1.1)

Pegar vid setjum jakveedar heiltélur i stadinn fyrir a og b kemur i 1j6s ad vinstri hlidin {
bessari jofnu er slétt tala, 2! = 2,22 = 4,23 = 8,2* = 16, ... en haegri hlidin er oddatala,
31 =3,32=09,3%=27,3* = 81,.... Jafnan (1.1) er bvi 6moguleg og vid alyktum pvi ad
forsendan, ad log, 3 sé raed tala, geti ekki stadist. Pvi er log, 3 6raed tala. |

Skilgreining 1.1.3 Vid taknum sammengi radra og 6reedra talna med R og tolum pa
um mengi allra rauntalna; allra talna a4 rauntalnalinunni.

Rauntalnalinan

A laréttri linu veljum vid punkt O dsamt t6lunni 0. Vid segjum ad O sé upphafspunkt-
ur og hafi hnitid 0. Veljum annan punkt U til haegri vid O og gefum honum hnitio 1.
Fjarleegoin 4 milli O og U kallast einingarlengd eda einfaldlega eining. Punktur
sem er a > 0 einingar til haegri vido O feer hnitid «; punktur sem er « einingar til vinstri
vid O feer hnitid —a. Svona setjum vid fram gagntaeka samsvorun & milli punkta & linu
og rauntalnanna. Jakveedar t6lur eru til heegri vid 0, neikvaedar tolur eru til vinstri
vio 0. Vid télum jofnum héndum um rauntélurnar og rauntalnalinuna. Vio litum
svo 4 ad R myndi einvitt hnitakerfi. Rauntalnalinan er éendanleg i badar attir, og
stefnir 4 +oo til heegri og —oo til vinstri. Engin tala er p6 éendanlega stér; ef 2 € R pa
er —oo < x < +o0.

| | 9 Uy -

—6 4 —2 —1/ 0 1 2 T 4 a 6

"Lograreglur eru rifjadar upp 4 bls. 152.
8 http://en.wikipedia.org/wiki/Reductio_ad_absurdum
%Vid megum velja nattirlegar tolur a og b bvi ljést er af jofnunni 2* =3 ad 1 < z < 2.


http://en.wikipedia.org/wiki/Reductio_ad_absurdum
http://en.wikipedia.org/wiki/Reductio_ad_absurdum
http://en.wikipedia.org/wiki/Reductio_ad_absurdum
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Afingar 1.1

Afing 1.1.1 Skrifid reedu tolurnar sem lotubundin tugabrot. Setjid upp deilinguna
eins og vid leerdum i grunnskéla og sannreynio dtkomuna med MATLAB.

(i) & (i) 1 (iii) 2

Afing 1.1.2 Pad ad frumpatta nattarlega tolu er ad skrifa hana sem margfeldi frum-
talna: 147 = 3-72 er frumpattun télunnar 147 (3 og 7 eru frumtslur). MATLAB skipunin
factor gefur frumpeaetti natturlegrar tolu; factor (147) = [3 7 7].

Notio MATLAB til ad frumbpatta 3025 og 322959. Notid sidan frumpattunina til ad
rokstydja ad almenna brotid 33%29 er fullstytt. En hvad faest ef maodur skrifar

» format rat
» 3025/322959

i Skipanagluggann (Command Window) i MATLAB ? "

Afing 1.1.3 Skrifid tugabrotin sem almenn brot og fullstyttid pegar pbad er haegt.
Daemi 1.2 gaeti komid ad gagni.

(1) 0.11 (ii) 0.12 (iii) 0.1T (iv) 0.12 (v) 0.49

Afing 1.1.4 Litum a jofnuna

5% =10 (1.2)
(i) Finnum nélgunarlausn p ~ z 4 jofnu (1.2) pbannig ad 0 < 57 — 10 < 1074 =
0.0001.
Rétt gildi « liggur 4 milli 1 og 2 af pvi ad 5 = 5' < 5 = 10 < 5% = 25. Préfa
fyrst p; = 1.5.
P 5P 10 — 57 Athugasemd

pr=15 |5 ~11.18 10 — 5”1 ~ —1.18 < 0 | Utan skekkjumarka, p; of stor
po=14 |54 ~952 10 — 572 ~ 0.48 > 1076 | Utan skekkjumarka, p, of litil
ps = 1.45 | 519 ~ 10.316 | 10 — 575 ~ —0.316 < 0 s of stér . ..

Profio ykkur afram. Beetid vido aukastofum i 60rum dalki pegar peim fjolgar 1
fyrsta dalki. Ljukio vio tofluna.
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(i) Synid ad lausn & jofnu (1.2) er 6raed tala.
(i1i) Sko0id Skilgreiningu 5.3.1 a bls. 152. Notid reiknireglurnar bls. 152 og finnid
x med 5 réttum aukastéofum i MATLAB.

Adgerdir @ mengi

Talnamengi ma oft lysa a nokkra vegu. Litum 4 mengid
A={zeR|2?-3z+2=0}.

Vio lesum 4 islensku: A er mengi allra rauntalna sem hafa pann eiginleika ad fullyro-
ingin x? — 3z + 2 = 0 gildi um pzer. Petta er reyndar 6parflega long lysing 4 menginu,
og maour segir kannski frekar: A er mengi allra rauntalna sem uppfylla jofnuna
2 — 32+ 2 = 0, eda jafnvel enn einfaldar, mengid A inniheldur allar rauntélulausnir &
jofnunni 22 — 3z + 2 = 0. Vid getum reyndar einfaldlega talid upp hvada toélur eru i
menginu A. Pad er til deemis alveg rétt ad skrifa A={x € Z |0 <z <2} (lesid: Aer
mengi allra heiltalna sem eru steerri en nill og minni eda jafnar 2). En vio hljétum ad
leita ad eins einfaldri lysingu 4 A og haegt er, nefnilega:

A={1,2} eda A={2,1}.

Mengid A hefur nakvaemlega tvo stok, taknad #A4 = 2. Pad er lika edlilegt ao
hugsa sem svo a0 sérhverjir tveir adgreinanlegir hlutir myndi mengi; tveggja staka
mengi.
Skilgreining 1.2.1
Ef mengi S hefur endanlega morg stok, pa segjum vid ad S sé endanlegt
mengi (e. finite set) .
Ef mengi S hefur n morg stok er pad taknad #S5 = n. Vid segjum b4 eins ad
fjoldatala mengisins S sé n .
Ef mengid S hefur éendanlega morg stok, pa segjum vio ad S sé 6endanlegt
mengi (e. infinite set), taknad #S = oco.
Mengid sem inniheldur engin stok er téma mengid,taknad { } eda . Fjolda-
tala téma mengisins er null, tdknad #( = 0. Vid segjum stundum ad téma
mengio sé tomt.

ATH) Mengid {()} er ekki tomt. Pad inniheldur eitt stak; stakid () sem er téma mengid.
Vio gerum greinarmun 4 stakinu a og menginu {a}.

Skilgreining 1.2.2 Latum A og B vera tvo mengi. Ef sérhvert stak i menginu A er
einnig stak i menginu B, b4 er A hlutmengi i B. Petta ritum vido A C B.

mDeemi 1.4 N C Z C Q C R. Oll pessi mengi eru 6endanleg. n

Skilgreining 1.2.3 Ef A er hlutmengi i B, en A er ekki mengid B (p.e. til er ad minnsta
kosti eitt stak i B sem er ekki stak i A), pa er A eiginlegt hlutmengi (e. proper
subset) i B. Ef vid viljum sérstaklega taka fram ad A er eiginlegt hlutmengi i B, pa
getum vio skrifado A C B. ,
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m Deemi 1.5 Mengid {2,3} er eiginlegt hlutmengi i {1,2,3}. Sérhvert mengi er hlut-
mengi 1 sjalfu sér, en er ekki eiginlegt hlutmengi. Téma mengid er hlutmengi i
sérhverju mengi, og jafnframt eiginlegt hlutmengi i 6llum mengjum nema sjalfu sér.
Audvitad er N C Z en yfirleitt er 1atid naegja ao skrifa N C Z. "

Vid hofum séd ad Allt skemmtilegt f6lk skilgreinir ekki mengi, en Allt skemmtilegt
folk er audvitad hluti af mengi Alls folks, b.e. allra manna. Er pa allt skemmtilegt f6lk
hlutmengi 1 mengi Alls folks? Brytur petta i baga vid Skilgreiningu 1.2.2 ?

Latum grunnmengio G vera gefid og latum A og B vera gefin hlutmengi i G.

Skilgreining 1.2.4 Mengi beirra staka sem eru annad hvort i A eda B eda i peim
badum er tdknad med A U B og kallast sammengi A og B. Taknad

AUB={x € G|z € Aedax € B}.

Y

Mynd 1.1: AUB

Hér er samtengingin eda i skilgreiningunni ekki utilokandi (e. exclusive) heldur
innihaldandi (e. inclusive).
m Dcemi 1.6
¢ _Annad hvort stenst nemandi prof eda hann fellur a profinu®. Petta er utilokandi
eda. Ekki er baedi haegt ad falla & préfi og na pvi 1 senn.
e _Haegt er ad fa nanari upplysingar i sima eda a vefsiou fyrirtaekisins®.
Petta er innihaldandi eda. Enda er haegt ad gera hvort i senn, ad hringja eda

skoda vefsiduna, til ad fa upplysingar.
]

u Daemi 1.7 Fyrir A = {16,17} og B = {17, 18} feest AU B = {16, 17, 18}. .

Skilgreining 1.2.5 Mengi beirra staka sem eru sameiginleg mengjunum A og B er
tdknad med A N B og kallast snidmengi A og B. Vid hofum

ANB={zeG|zc€Aog xeB}.

Y

Mynd 1.2: AnB

mDeemi 1.8 Ef A={16,17} og B= {17, 18} bder ANB = {17}. .

ATH I deeminu hér 4 undan veeri ekki rétt ad skrifa AN B = 17 pvi AN B er mengi en
ekki tala; nefnilega mengid { 17 } sem inniheldur téluna 17.
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Skilgreining 1.2.6 Latum G vera grunnmengi og A C G. Mengi beirra staka i G sem
eru ekki i A er kallad fyllimengi (e. complementary subset) A1 G. Fyllimengi A 1
G er taknad

G\A={zeG|z¢A}

og einfaldlega med AC ef augljést er hvert grunnmengid G er.

G

Mynd 1.3: A =G\ A

m Daemi 1.9 Saman mynda raedar og éraedar télur rauntalnamengio R. Engin tala er 1
senn raed og 6red og pvi mynda 6radu télurnar fyllimengi raeedu talnanna i R, tdknad

Q° =R\ Q. .

Skilgreining 1.2.7 Vid skilgreinum AN B sem mengjamismun A og B; tdknum hann

med A\ B.
)

Mynd 1.4: A\ B

m Deemi 1.10 Ef A = {16,17} og B = {17,18} bder A\ B= {16} og B\ A= {18}. =

Skilgreining 1.2.8 Mengi eru sundurlseg ef pau eiga ekkert sameiginlegt stak. A og
B eru sundurleg ef AN B = .

Regla 1.2.1 Um 61l mengi A og B gildir

i) ACAuBogBC AUB (ii)) ANBC AogANBCRB

ATH ) Séu ndkvaemlega sému stok 1 A og B, pa gildir hvort tveggja A C Bog B C A og
pvi A = B. Petta er su leid sem oft er farin til ad syna ad tvo mengi séu sama
mengid; syna ad A sé hlutmengi 1 B og lika ad B sé hlutmengi 1 A.

| Skilgreining 1.2.9 Faldmengi mengja A og B er mengid AxB = { (a,b) |a € Aogb € B }.

mDeemi 1.11 Ef A ={1,2,3} og B={4,5} ba er faldmengi A vid B mengio

Ax B={(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5) }
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Almennt gildir ekki ad A x B = B x A.

Faldmengid R x R, einnig skrifad R?, kéllum vid rauntalnasléttuna og hin mynd-
ar tvivitt hnitakerfi.

Seinna i namskeidinu leerum vid um enn eitt talnamengio til viobétar, tvinntolur,
taknad med C. Tvinntolur hafa stefnu og lengd rétt eins og vigrar i R x R. Tvinntalan

z = 3 + 4i hefur somu myndraenu framsetningu og vigurinn v = Z € R xR.

Pegar maodur hefur vanist tvinntélunum er oft audveldara og gagnlegra ad vinna i C
heldur eni R x R.

Afingar 1.2

Afing 1.2.1 Hakid vid réttar fullyroingar.

@o 8
@O Seq WO {r}CR wii) O 0eR
Gi) O +oo€N whO 7c0 )0 OCR

€Z, ivyO 7CR (vi) O 7€eR

Afing 1.2.2 (i) Gefid er mengid A = {z € Q | 2° = 1}. Finnid einfaldari framsetn-
ingu 4 menginu A (finnid allar télur x sem erui A).
(ii) Gefid er mengid B = {z € Z | 2* = 1}. Finnid einfaldari framsetningu 4
menginu B.
|

D = {2k |k € Z}; E = {1,3,5}. Finnid mengin

(i) AuB (iv) D\ A
(i) AnD (v) AXE
(i) A\ E (vi) D¢ pegar grunnmengid er Z.

Afing 1.2.4 {1,a?} C {1,3} ef og adeins ef

GO0 a=+3 (i) O a€{-v3,-1,1,/3}

Afing 1.2.3 Latum A, B, D, E vera eftirfarandi mengi: A = {1,2,3,4}; B = {7,v/2,¢};
| |
| (11) 4 a € {_\/g) \/g} (IV) U a € {_\/37_170717\/3}
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| .

Afing 1.2.5 Latum A ={1,2,3} og B ={4,5} vera mengi. Skrifid upp faldmengi B
vid A, mengid B x A. "

Afing 1.2.6 Ef AUB=Aog AN B = A, Synid ad paer A = B.
Abending: Notio Reglu 1.2.1 d bls. 18 og athugasemd sem fylgir reglunni. m

R6dun rauntalna

Latum a, b og ¢ vera rauntélur.
(1) Nakveaemlega eitt af prennu gildir: a < b, b<aedaa=1>
(i) Efa<bogb<c,paera<ec.
(iii) Efa <bog 0 < ¢, paer ac < be
(iv) Efa <bogc <0, paerbc<ac.

Engin g6t eru a rauntalnalinunni.
a+b

A milli sérhverra tveggja rauntalna a og b er rauntala, t.d. er 432 a milli a og b. Pessi
einfalda athugun leidir af sér ad éendanlega margar rauntélur eru 4 milli sérhverra
tveggja rauntalna. Pad er hins vegar ekki jafnaugljost ad a milli sérhverra tveggja
rauntalna er alltaf til almennt brot, en pad er ekki erfitt ad sanna pad.

Af pessu sést lika ad ekkKi er til nein jakveed rauntala sem er minnst allra. Til ad sjd
bad, skulum vid gera rdd fyrir a > 0 sé minnsta jakvada rauntalan. En medaltal 0 og
a, sem er a/2 eda helmingurinn af a, veeri pd jakveed rauntala minni en a. Forsendan,
ad til sé minnsta jakvaeda rauntalan, stenst pui ekki.

Télugildi

fa>0
o =4 ¢ 4= eda |a| = Va?
—a efa<0
(1.3)
onnur audkenning: |a| = max{a, —a}
ramfreedileg tilkun: |a| er fjarleegdin & milli a og 0.
Almennar er |a — c| tolugildid af a — ¢, stundum er pa talad um fjarlaegdina 4 milli a
og c eda lengd bilsins sem hefur endapunkta a og c.

mDcemi 1.12 Ef a = -3, paer

la] = |-3| =3 afpviad a < 0.

la) = /(—3)2 = V9 = 3.

Einnig er haegt ad audkenna tolugildi sem pa toluna sem steerri er pegar tala er borin
vid samlagningarandhverfu sina

|a| = max{-3, —(-3)} = 3.

Loks: Fjarleegdin fra —3 ad 0 er 3.
MATLAB
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>> format rat

>> X=[-1 7 3+4i], abs (X)

X =

-1 + 01 7+ 0i 3 +  4i
ans =

1 7 5

>>

Fallid abs (X) skilar tolugildi talnanna —1 og 7. Eins og 1 smidsprihyrningnum er
talan 5 lengd tvinntélunnar 3 + 4i, tdknad |3 + 4i| =5 n

Télugildisreglur - lengdarmeelingar
Regla 1.3.1 — Um lengdir. Ef a,b € R pa hofum vio eftirfarandi reglur
(@) la]=0<a=0
(i) |—a| = |al
(iii) |ab| = |a||b|
(iv) |a +b| < |a| +|b| Prihyrningséjafna
(v) |a—0b| < |a|+|b| Prihyrningséjafna
(vi) |a| —[b] < |a— 0]
(vii) |a|? = |a?| = a®

Segjum ad (i), (ii) og (vii) séu augljésar ut fra eiginleikum rauntalna. Til a0 sja a0 (iii)
er rétt, er haegt ad skoda alla moguleika 4 margfeldi a og b. Latum nsegja ad skoda
tilvikid pegar a < 0 og b > 0 : Pa er talan ab < 0 svo ad samkvaemt skilgreiningu a
tolugildi er |ab| = —ab. Athugum svo ad |a| = —a af bvi ad a er neikvaed og |b| = b af
pvi ad b er jakvaed. Pa er ab < 0 svo ad |ab| = —ab= —a - b = |a| - |b] = |al|b].

Soénnum (iv), ad djafnan |a + b| < |a| + |b| gildi fyrir allar rauntélur a og b.
Sonnun. 1 skilgreiningu 4 tolugildi felst ad ab < |ab| = |a||b|. P4 faest
o+ b2 L (4 + b)2 = 62 + 2ab + b2
< a? + 2|a||b| + b
= |al® + 2Jal[b] + [b]* = (la| + [b])?.

Steerdirnar |a|, |b| og |a + b| eru aldrei neikvaedar, svo ad rédunin |a + b|> < (|a| + |b])?
helst 6breytt pegar ferningsroét er dregin af bAdum hlidum, p.e.

la+0* < (Ja| + b))* <= |a + b] < |al + [b].
|

Skilgreining 1.3.1 Rauntalnabil, eda bil, er rauntalnamengi med peim eiginleikum
a0 sérhver tala sem liggur 4 milli tveggja talna sem eru i menginu er einnig i
menginu.

Ef gefid er a0 1 og 2 eru a gefnu bili pa vitum vid jafnframt ad allar tolur &4 milli peirra
eru lika 4 bilinu. Rauntalnabil sem ekki er () getur innihaldid b4da endapunkta sina,
annan endapunktinn eda hvorugan.



22 Kafli 1. Inngangur

Opin og lokud rauntainabil.

Latum a og b vera rauntdlur pannig ad —co < a < b < +oo. Rauntalnabil af
gerdinni |a,b[= {2 € R| a <z < b} sem inniheldur hvorugan endapunktanna a og
b er sagt vera opid bil. Rauntalnabil [a,b] = {x € R|a <z < b} sem inniheldur
bada endapunkta sina a og b er sagt vera lokad bil. Vid segjum ad R = | —co, 00 [ sé
rauntalnalinan. Vid faum sidan 10 gerdir rauntalnabila a4 rauntalnalinunni

[a,a] ={a} eins punkts bil
lJa,b[={zeR|a<z<b} opid bil
[a,b[={zeR|a<z<b} halfopid bil, opid ad ofan
Ja,b]={zeR|a<z<b} halfopid bil, opid ad nedan
[a,b]={xzeR|a<z<b} lokad bil (1.4)
|—co,b[={zeR|z<b} opin héalflina
|—oo,b]={zeR|z<b} lokud halflina
la,+o[={zeR|z>a} opin halflina
[a,+c[={zeR|z>a} lokud halflina
0 toma bilid
Opnu halflinurnar |a, +o00[, |—00, b[ eru opin bil. Lokudu halflinurnar [a, +oo[, |—00, b]
eru skilgreindar sem lokud bil.
m Dcemi 1.13
Lokada bilid [0, 1] inniheldur allar rauntélur &4 milli 0 og 1 og endapunktana 0
og 1.

Allar rauntélur 4 milli 0 og 1 liggja 4 opna bilinu U = |0, 1 [ en endapunktarnir 0
og 1 eru ekki a bilinu; med 66rum ordum er sérhver tala = pannigad 0 <z <14
bilinu U.
Um hélfopna bilio 7 = [0,1[ gildirad 0 € I en 1 ¢ I; med 6drum ordum er sérhver
tala z pannig ad 0 < xz < 1 & bilinu /.

]

m Dcemi 1.14 Mengio [0,1] U [3,4] er sammengi tveggja bila, en er sjalft ekki bil
samkvaemt skilgreiningunni. Vid sjaum ao 0 og 4 eru i menginu en pad inniheldur
ekki allar tolur 4 milli 0 og 4.

Mengid [0,1] N [3, 4] er snidmengi tveggja sundurlsegra bila og er bvi tomt. =

Takmoérkud mengi
Skilgreining 1.3.2 Rauntalnamengi S er sagt:
(i) Takmarkad ao ofan ef til er rauntala M pannig ad x < M fyrir 61l z € S.
Talan M kallast efri mork eda yfirtala fyrir S.
(ii) Takmarkad ad nedan ef til er rauntala m pannig ad x > m fyriroll z € S.
Talan m kallast nedri mork eda undirtala fyrir S.
(iii) Takmarkad ef pad er takmarkad ad ofan og takmarkad ad nedan.

m Daemi 1.15 Rauntalnabilin [a, b] og |a, b] eru takmorkud. n

m Deemi 1.16 Latum z; = 2 og skilgreinum talnarunu med endurkveemri formuilu

Tpr1 = V6xg — 5 fyrir k € N.
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(i) Skrifid ut tiu fyrstu lidi rununnar (zy), b.e. télurnar
T
(l‘k)kzl = ( X1, X2,T3,T4,T5,T6, LT, L8, L9, L10 )

(i1) Hvaoa heiltala virdist g60 nalgun a x,, pegar n er stér natturleg tala?

(iii) Tolurnar i rununni (z;);2, mynda talnamengid

510 = {:Ek’ ‘ k= 1727710}: {$1,l’2,l’3,l’4,$5,$6,$7,I8,139,.T10}-

Synid ad mengiod S er takmarkad med pvi ad finna nedri mork og efri mork fyrir
Syo (finnid t.d. minnsta og stersta stak rununnar (z;)12 | ).
Lausn
(i) Opnum m skra i MATLAB og vistum hana sem runa.m. Pessi skra a a0 skrifa ut
10 fyrstu lidi rununnar (zy).

m Keyrsluskrd 1

1 format long

2 n=10; % £joldi staka i vigri

3 x = zeros(l,n) ; % linuvigur med n-mérgum nullum
4 x(1) = 2; % Fyrsta stakid i x er 2

5

6 for k = 2:n

7 x (k) = sgrt(6xx(k-1)-5);

8 end

9 S = x'

Keyrum 1t og faum vaxandi runu af t6lum :
MATLAB

.000000000000000
.645751311064591
.297651871618280
.845245275624128
.251055357642943
.528391783609017
.708540187962093
.821954077733690
.892006180127140
.934778321339556

B R DR DWW NN

(i1)) Breytum nu skranni runa.m pannig ad vio setjum n=100000 og i stadinn fyrir
a0 skrifa alla talnarununa x’ latum vid naegja a0 skrifa 1t sidasta stakid x (n) i
rununni. Batum lika vid linunni skekkja = 5 - x(n) neost 1 keyrsluskrana.
Pegar vid keyrum skrana ut niuna fest ad hundrad pusundasta talan i S er
x(n) = 4.999999999999999 og einnig sést ad munurinn a 5 og z,, er jakveed
tala af steerdargradunni 1076 (sannreynid petta). Vid getum pvi fullyrt ad ef n
er tekid négu stort pa sé heiltalan 5 g60 nalgun 4 x,, fyrir allflest verkefni.
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(iii) Minnsta talan i S er 2, svo ad 2 er undirtala fyrir S (og allar t6lur minni en 2
eru pa einnig undirtélur fyrir S).
Staoheefing: 5 er yfirtala fyrir S.
Efz, <5baer6- -z, <30,0g86- x,—5<25o0g pegar ferningsrét er dregin af
tolu sem er 1 mesta lagi 25 faest tala sem er i mesta lagi 5. Semsagt ef 2, < 5 pa
er r,.1 = 6z, —5 < 5, med 60rum ordum, lidir rununnar virdast nalgast 5 en
geta aldrei tekid heerra gildi en 5.
Hugsum okkur a0 lidur med nimer N i rununni taki gildid zy = 5; setjum hann
inn i endurkveemu formuluna z .1 = v/6xy — 5, pafeest zy.1 = vV6-5—5=05,
b.e. z, =5 fyrirolln > N.

N er fengio fram: Par sem xy < 5 pa er x,, <5 fyrir 6ll n € N svo ad 5 er yfirtala
fyrir S, og par sem talnarunan er vaxandi er 2 er undirtala fyrir S. P4 er mengi0d
S takmarkao.

Hvernig runa skyldi fdst ef v1 =72

ATH ) Ef M er yfirtala fyrir talnamengi S, ba er sérhver tala steerri en M einnig yfirtala
fyrir S, og ef m er undirtala fyrir S pa er sérhver tala sem er minni en m einnig
undirtala fyrir S. Ef ekki er til nein yfirtala fyrir S b4 er S sagt vera 6takmarkad
a0 ofan eda ad pad hafi engin efri mork, og ef ekki er til nein undirtala fyrir S,
ba er S sagt vera 6takmarkad ad nedan eda hafi engin nedri mork.

m Deemi 1.17 Bilin |00, 10] og | —o0, 10 [ hafa baedi yfirtolu 10 og er pvi takmorkud af
ofan (af 10 og sérhverri tolu staerri en 10), en pau eru badi 6takmorkud ad nedan.
Mengi jakveeora heiltalna N er 6takmarkad ao ofan, p.e. hefur engin efri mork af pvi ad
ekki er til nein tala M sem er steerri en allar adrar nattarlegar télur. N er takmarkao
ad nedan af 1 (og 6llum t6lum minni en 1). Oll endanleg mengi eru takmorkud,
takmorkuo ad ofan af steersta staki mengisins og takmorkud ad nedan af minnsta
staki. Mengid Z er 6takmarkad baedi ad ofan og nedan. "

Afingar 1.3

Afing 1.3.1 (i) Notid skilgreiningu a tolugildi til ad syna fram a ad ad haegri hlio
a+b |a—Db
2 * 2

ad “T”’ er medaltal a og b en %]a —b| er halflengd bilsins sem hefur endapunkta
a og b. Jafnan gefur pvi til kynna, ad ef farid er halft bilio 4 milli tveggja talna
til haegri fra medaltali talnanna pa faist steerri talan.

(ii) Finnid apekka jofnu fyrir min{a, b} sem skilar a ef a < b en gefur b ef a > b.

jofnunnar max{a,b} = gefia efa > ben gefi b ef a < b. Athugio

Afing 1.3.2 Latum zy = % og skilgreinum talnarunu med endurkvaemri formuilu

Tpa1 = Vdx, — 3 fyrir n=1,2,3,...
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(i) Skrifid ut 100 fyrstu stokin i rununni sem myndar mengio S, p.e.
S100 = {xo,x1,22,...,Zn,...,x99}. (Abending: Fylgio keyrsluskrd i Daemi
1.16.)
(i1) Hvada heiltala er g60 nalgun a x,, pegar n er stér natturleg tala?
(iii)) Synid ad mengid S er takmarkad med pvi ad finna nedri mork og efri mork
fyrir S.

1.4 Nokkrar algebrureglur

Adfeldi

Latum n vera jakveeda heiltolu. Adfeldi tolunnar n, tdknad n!, er margfeldi allra
jakveedra heiltalna fra og med n ad 1, og vid skilgreinum 0! = 1.

nl=n-(n—1)! eda
nl=n-(n—1)-(n—2)-----2-1.

Sérilagierl!=1, 2!=2.1, 3!=3-2-1=6, 4!=4-3!=24, og svo framvegis
Veldi og rcetur

p sinnum

., . —_———
a rauntala, p jakvaed heiltala o' =a, o =a-a----- a
_ 1
a#0: a®=1, a?P=—=
aP
. 4 _ a?
veldisvisareglur a?"™ =aPa?, P 1= — (a?)P = aP?
a

a rauntala, g oddatala «'/? kallast ¢-ta rétin af a, og er rauntalan
b pbannig ad b? = a.
a 6fradraeg, g slétt  a'/? er 6fradresega talan b pannig ad
b! = a.
tvennskonar rithattur fyrir reetur  «'/9 = ¥a, sérilagier a'/? = V/a.

raed veldi P/ = (a?/Q)p.

s Dcemi 1.18

10t =10, 10*=10-10=100, 10®=10-10-10 = 1000
1 1 1
10°=1, 10°'=—, 102=—2=_—"
’ 10’ 102~ 100
2315 =93.25=8.32 =256, 203 =22=4 237 =2"% = ="
(3%)3 =33 =30 =129

973 = ¥/27 =3, 93 =3, 811 =(811)3=3%=27.

MATLAB
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>> [1071 1072 1073]
ans =
10 100 1000
>> [1070 10~-1 107-2]
ans =
1.0000 0.1000 0.0100

>> (372)"3
ans =

729
[277(1/3) 97 (1/2) 817 (3/4)]
ans =

3 3 27

m Daemi 1.19 Vid purfum bé ad vera a varobergi pegar vid drogum teningsraetur
af neikvaedum tolum med reiknivélum, og almennt pegar reetur eru dregnar af
neikvedum télum. Hingad til hofum vid 6hikad skrifad /—27 = —3 af pvi ad
(=3)3 = (=3)(—3)(—3) = —27 en MATLAB gefur

>> (=27)"(1/3)
ans =
1.500000000000000 + 2.5980762113533161

og pad er rétt svar, af pvi ao pessi tala hafin i pridja veldi er —27. Pegar vid t6lum um
tvinntélurnar pd faum vid skyringu d pessu. Sjd Reglu 9.5.2 i Vidauka. "

Samlagningarreglur

Ferningsregla summu (a + b)? = a® + 2ab + b* (1.5)
ferningsregla mismunar (a — b)? = a® — 2ab + b* (1.6)
teningssregla summu (a + b)3 = a® + 3a%b + 3ab? + b* (1.7
teningsregla mismunar (a — b)® = a® — 3a®b + 3ab® — b* (1.8)
mismunur ferninga (samokaregla) a® — b*> = (a — b)(a + b) (1.9
mismunur teninga a3 — b = (a — b)(a® + ab + b?) (1.10)

summa teninga a®+ b® = (a + b)(a® — ab + b?) (1.11)

at — bt = (a—b)(a® + d®b+ ab® +b*) (1.12)

Fyrir n € N:

a" —b" = (a—b)(a" P +a" I+ +ab" 20",

Til ad pdtta lidasteerd ma profa ad nota MATLAB skipunina factor
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>> syms a b

>> factor (a”5-b"5)

ans =

(a — b)x(a”™4 + a"3+«b + a"2+xb"2 + axb”3 + b"4)

Til ad lida er haegt ad nota MATLAB skipunina expand

>> syms a b

>> expand((a — b)x(a”4 + a*3xb + a”2+«b"2 + axb”3 + b"4))
ans =

a”5-b"5

Raetur annars stigs marglidu

m Dcemi 1.20 Pad ad finna ratur marglidu eins og farid er ad i pessu deemi, kallast
nullpattun:

Finnum rzetur (lausnir) annars stigs jofnunnar 22> = 25. Umritum jofnuna yfir 4
formid 22 — 5% = 0 og pattum vinstri hlid skv. samokareglu:

(z - 5)(z +5) = 0.

Pessi sidasta jafna er uppfyllt ef x = 5, pvi ad pa feest (5 —5)(5+5) =0-10 =0, og
jafnan er lika uppfyllt ef z = —5, pvi ad pa fest (5 — (=5))(5 + (—5)) = 10-0 = 0.
Annars stigs jéfnur hafa 1 mesta lagi tveer rauntalnaraetur. Jafnan 22 = 25 hefur pvi
nakvemlega tveaer raetur r; = 5 og o = —5. n

Stundum er fyllt it i ferninginn vid pattun ferningssteerda. Utskyrum petta med
deemi.

m Doemi 1.21 Finnum reetur jofnunnar 22 + 6z = 1. Stillum upp fyrir ferningsreglu
(sja hér a undan), og leggjum vid helminginn af studlinum vid linulega lidinn i 60ru
veldi beggja vegna jafnadarmerkisins (pessi adgerd er kollud ad fylla 1t i ferninginn).
Linulegi lidurinn er 6z, studullinn vid linulega 1idinn er 6. Helmingurinn af 6 er 3.

2 +2-30+3° =1+3
Pattum vinstri hlid (skv. 1.5) og einféldum hzegri hlid
(z +3)% = 10,
umritum, til ad nallpatta
(x+3)>-10=0
og notum samokareglu
((x +3) + V10)((z 4+ 3) — V10) = 0.

Sidasta jafnan er uppfyllt ef © + 3+ /10 = 0 eda (x +3) — /10 = 0. Lausn 4 upphaflegu
jofnunni er pvi ry = -3 — /10 og 7o = —3 + v/10. Sannreynum pad i MATLAB :
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>> rotl = -3 -sqrt(10); rot2 = -3 + sqgrt (10);
>> jafnal = rotl”2 + 6xrotl

jafnal =
1
>> jafnaz2 = rot2”2 + 6xrot2

jafna2 =

1

Passar. n

Raetur annars stigs jofnunnar az? + bz +c =0, a # 0, eru gefnar med formilunni

. —b+ Vb? — dac
- 2a ’

ef b — 4ac > 0 pa hefur jafnan tveer rauntalnarsetur, ef b> — 4ac = 0 pa hefur jafnan
eina (tvofalda) rauntalnarét, ef b> — 4ac < 0 pa eru engar rauntalnarsetur en tveer
raetur i C gefnar 4 forminu

—b+ivViac — b2
r= b Z2 ac—b par sem i = /—1.
a

Talan a sem stendur vid 22 er forystustudull annars stigs jofnunnar. Almennar,
n—ta stigs marglidan

n
p(x) = ap + 17 + asz® + -+ ap_12" "+ apa" = Z apa®
k=0

hefur forystustudul a,, talan a, er studull ferningslidarins, a; er stuodull linulega
lidarins og ag er fastaliour marglidunnar.

m Deemi 1.22 Vikjum aftur ad Deemi 1.19. Pattum jofnuna 23 + 27 skv. reglunni um
summu teninga, og faum

23427 = (z +3)(2? — 32 +9).

Svo ad = —3 er rét. Einnig fast raetur pegar 22 — 3z + 9 = 0. Adgreinir x> — 3z + 9 er

b? —dac = (—3)> —4-1-9 = —27 < 0 svo ad 22 — 3z + 9 hefur tveer reetur i C, 6nnur
. . . . —34+1V/27 )

peirra er einmitt tvinntalan — ~ 1.500 4 2.598; sem MATLAB gaf. ]

MATLAB
Fallid roots gefur reetur marglidu. Stuélum marglidunnar

p(x) = 23 — 622 — T2z — 27

er radad upp i linuvigur;
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Nokkrar algebrureglur

29

>> p = [1 -6 =72 =27]

forystustudullinn (studull vid haesta veldi marglidu) kemur fyrstur, fastaliourinn
aftastur. Til ad sja petta betur skrifum vid keyrsluskrd sem reiknar 1t raeturnar

og dregur upp graf marglidounnar.

m Keyrsluskra 2

o° oo o o° o° oo o

o°

clc, clear all
p=1[1-6 =72 =27];
r roots (p);
raetur = r.'

hreinsa glugga og breytur

Reikna Ut returnar, koéllum r

mjog lumsk "villa" hér veri ad skrifa
raetur = r'
bvi i Matlab er r' samokavektor r, p.e.

samokatdlur sinar (sj& Vidauka um
tvinntdlur). Svo lengi sem studlar p eru
rauntdlur gefur r' réttar lausnir, en ef
einhverjir studlar p eru tvinntdlur pd er
bad ekki oruggt.

A o0 0 A0 AP AP A A O° o° o° oo o

oe

Teikna upp margliduna
Vel endapunkta bils ut frd minnstu og sterstu roét
linspace gefur jafnt bil a milli 100 staka i vigrinum x. Sja& frekar:
>> help linspace
x = linspace(-6,13);
Skilgreini joéfnu marglidunnar
f = x.7"3 - 6%xx.7%2 = T72xx-27;
Teikna upp x-asinn med line skipun;
frd -6 til 13 fyrir larétta ferslu og frad 0 til 0 fyrir 1ldédrétta ferslu
line([-6,13],[0,0])
hold on % til ad hafa linuna med nesta fallriti
Fallrit marglidunnar dregid upp
plot (x, f)
Merki returnar inn & ferilinn
plot(r(1),0,'+", r(2),0,'+"', r(3),0,"'+")
hold off
Prenta Ut mynd sem eps skra: kalla myndina polnoml
print —-deps polnoml.eps

raetur =
12.122893784632391 -5.734509942225072 -0.388383842407320

vektornum er bylt og tdlunum skipt ut fyrir

Studlum marglidunnar er radad upp 1 linuvigur

Skrifar Gt returnar sem linuvigurinn "raetur"
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Mynd 1.5: Ferill p(z) = 2® — 622 — 722 — 27 og reetur merktar inn — b.e. skurdpunktar
vi0 z—as.

Afingar 1.4

Afing 1.4.1 Reiknid adfeldio:

@ o @iv) 3! (vii) 6!
(i1) 1! (v) 4! (viii) Er 10! steerra
(iii) 2! (vi) 5! en milljén?

Afing 1.4.2 Notio samlagningarreglur 1.4.1 bls. 26 til ad patta (og einfalda). Synid
utreikninga, notid svo MATLAB skipunina factor til ad sannreyna niourstoour.

() x2 —? (iv) 2 4 2xy + 32
(i) 23 — o3 W) (22 4 2zy + y?) (2% + zy + )
(iii) 22 — 2zy + 2 3 — 3

Afing 1.4.3 Notid samlagningarreglur 1.4.1 bls. 26 til ad lida (og einfalda). Synid
utreikninga, notid svo MATLAB skipunina expand til ad sannreyna nidurstoour.

Q) (z+y)? (z + h)3 — 28
(i) (z+ h)3 W) L h
2 .2 . —
iy T i) T
2 2 12 y L B4 _ 4
o 1.10'1 1 (1+0(.)1; 1 wip &t })L z
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/fing 1.4.4 Notid MATLAB til ad reikna it reetur marglidunnar 22* — 22 — 1422 +
262 — 12 og dragio svo upp fallid. Fylgio MATLAB keyrsluskrdanni bls. 29. Ekki parf
ad ldta kéda fylgja skilum en skilid utprentadri mynd svipadri Mynd 1.5 d bls. 30. =

Afing 1.4.5 Saekid ykkur forritid GeoGebra sem er dreift fritt & netinu. Slaid inn
(input): CompleteSquare [222 + 6x + 1] og f4id f(z) = 2(z + 1.5)? — 3.5. Skodid ni
feril fallsins og takid eftir ad leegsta gildi ferilsins er tekid i punktinum x = —1.5
og leegsta gildid er f(—1.5) = —3.5. Sl4i0 inn (input): A = (—1.5, f(—1.5)) og faid A
sem botnpunkt ferilsins.

Fyllid i ferninginn og finnid hsesta eda laegsta gildi eftir pvi sem vid 4, og
sannreynid svorin ykkar i (i) og (ii) med Geogebra:

Q) f(x) =222 +6x+1 () f(x)=x2—6z+1 (iii) f(z) = az®+bx+c

1.5 Ojdfnur

Nu hofum vid talad um helstu talnamengin, rifjad upp reglur um rédun rauntaln-
anna og hvernig a ad finna nuillstédvar marglidufalla. Nd sndum vid okkur ad pvi
a0 leysa ¢jofnur. Lausn & ¢j6fnu er eitthvert talnamengi; = > 3 er t.d. ¢jafna og i
lausnarmengi hennar eru allar télur sem eru steerri en 3, pad er opna halflinan
|3, 4+00]. Sidarmeir sjaum ennfremur ad lausn 4 6j6fnu getur lika verid svaedi 1 R2.
T.d. er lausnarmengi 6jéfnunnar = + y > 0 61l por (z,y) € R? sem uppfylla bad ad
summa z og y er einhver jakvaed tala.

Vid einbeitum okkur hér ad jofnum sem eru algengar i steerofraedigreiningu af
einni raunbreytu. Pao ad leysa 6jofnu fyrir breytuna x pyoir nakvaemlega ao tilgreina
parf allar rauntélur = sem uppfylla 6jofnuna. Pau z sem pad gera mynda mengi sem
vid kollum lausnarmengi 6jofnunnar.

Ofugsnina goggareglan

Byrjum a nokkrum einfé6ldum athugunum: R60unin 1 < 2 4kvardar einnig ré6dun a
tilsvarandi samlagningarandhverfum —1 > —2. Almennar feest med Reglu 1.3 1i0 (iv)
um roédun rauntalna: Ef a < bog ¢ < 0 pd er bc < ac. Ef vid veljum ¢ = —1, feest ad ef
a < bbaer —b < —a, og ef vid margfoldum pessa sidustu §j6fnu med —1 pa hofum vio
audvitaod ad

a<b<= —a>—b.

ATH

(a) Oformlega er pvi stundum sagt um 6jéfnur ad goggurinn sniist vid pegar
margfaldad er i gegn med —1.

(b) Um ¢jofnuna a < b segjum vid ad a sé a vinstri hlid ¢j6fnunnar eda a sé
vinstri hlid ¢j6fnunnar, eda a sé vinstra megin. Eins segjum vio ad b sé a
haegri hlid ¢j6fnunnar a < b eda b sé haegri hlid ¢jé6fnunnar, eda sé haegra
megin.
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s Dcemi 1.23

(i) Leysum ¢jofnuna x — 4 > 5. Petta pyoir ad finna a4 nakveemlega pau x € R sem
uppfylla gj6fnuna. Vido bseetum 4 vid haegra megin og 4 vio vinstra megin, og
kollum pad ad leggja 4 vid badar hlidar. Pa sést ad ¢jafnan hefur lausnarmengio
x > 9. Petta pyoir, ad adeins ef x > 9 pa er gefin gjafna uppfyllt og annars ekki.
Vid getum alltaf sannreynt nidurstoournar: Adeins ef x > 9 pa er

r—4>9-4=5. VvV

Lausnarmengio er oft gefid sem rauntalnabil eda sammengi bila, z € |9, +o0 .
Stundum er gripid i vio bokstafinn L til ad takna Lausnarbil ¢jofnunnar. Svo ad
begar skrifad er L = |9, +oo [ ba getur madur t.d. lesido upphatt lausnarmengi
gefinnar 6jofnu er ndkvaemlega; allar rauntolur sterri en niu.

(i) Ojafnan 2 + z < 1 hefur lausnarmengid = < —1. Vid getum allt eins talad um
lausnarbilid |—oo, —1].

(1i1) Ojafnan —2z > 1 hefur lausnarmengid z < —%. Petta er kannski audveldara ad
sja ef vid notum 6fugsnianu goggaregluna —2x > 1 <= 2x < —1, og deilum 1 gegn
meod 2.

(iv) Leysum 6j6fnuna —2(1 — 2z) < 3.

m Lausn
—2(1 —2z) < 3, Deilum i gegn med —2 og goggurinn snyst pa viod
3 .
1—2z> ~3 sofnum naest t6lum saman hsegra megin
3 5 . . . . L.
—2x > —3~1=-3, deilum svo 1 gegn med —2 og goggurinn snyst pa vid
) .
z < 1 er lausnarmengio.
Svoad L =]—o0,2].

1.5.1 Formerkisfallid sgn.

Formerkisfallio eda signum fallid sgn = gefur formerki x.

+1 ef >0
sgnz:=¢0 ef x=0
-1 ef <0

Jafngilt er a0 skrifa > 0 og sgnz = +1, eins er jafngilt < 0 ogsgnz = —1. Ef 2 =0
pba er sgenx = 0, og 6fugt ef sgnx = 0 pa er v hvorki jakveed né neikvaed tala og eina
rauntalan sem er hvorki jakvaed né neikvaed er . = 0 19,

1 Sumir skilgreina signum fallid med jofnunni sgn = = '%' en med peirri framsetningu er bad 6skilgreint
iz=0.
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MATLAB fallid sign tekur prja gildi: —1,0, +1.

>> x = [3 -4 01; sign (x)
ans =
1 =dl 0
Skodum na x = 4 og y = —2, pa er haegt ad reikna it formerki zy a tvo vegu

sgn (ry) = sgn (—8) = —1, edasgn (vy) =sgnx-sgny = sgn (4)-sgn (—-2) = +1-(—-1) = —1.
MATLAB

>> x = 4; y = —-2; sign(xxy)

Regla 1.5.1 — Um formerkisfallid. Vz,y € R

sgn (zy) = sgnx - sgny

n Deemi 1.24 Leysum 6jéfnuna 22 — 42 + 3 > 0.

LAUSN 1

Oft er smidud til formerkjatafla fyrir peetti marglidu f(z) = az? + bz + c til ad finna
lausnarmengi 6j6fnu 4 forminu ax? + bx + ¢ > 0,> 0,< 0, < 0. Stundum sér madur
ut pattun marglidunnar og skrifar beint az? + bxr + ¢ = a(x — r1)(z — r2) og feer ba
nullstédvarnar (reeturnar) r; og ro beint; ef ekki pa reiknar madur ut nuallstodvarnar
r1 og ro med formulunum

—b+ Vb?2 — dac . —b—+b? —4ac

2a

og pattar svo.
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Pattunin 2 — 4z +3 = (z—1)(z —3) gefurad r; = 3o0gr; =1
eru nullstodvar (raetur) marglidunnar f(z) = 22 — 4z + 3.
Hér er gefido ad f(z) > 0 svo ad ad nullstodvarnar eru ekki
i lausnarmengi 6jofnunnar. Nullst6dvarnar eru tveer og
akvaroda pvi prja sundurlseg bil.

|—oo, 1], ]1,3[, ]3,400|

og formerki f(x) er fast 4 sérhverju ofangreindra bila.
(1) Ef x € ] —00, 1| ba er formerkid f(x) jakveett (4) af pvi ad peettirnir (x — 1) og
(x — 3) eru badir neikvaedir, b.e.a.s.
sgn (22 — 4z +3) =sgn (z — 1)(z — 3) =sgn (z — 1)-sgn (z — 3) = (=1)(—1) = +1

sem bydir ad ef z er 4 bilinu |—oo, 1[ pa er 22 — 42 + 3 > 0.
Gi) Efz € |1,3[paer

sgn(rx—1)(x —3) =sgn(x—1)-sgn(x—3) = (+1)(-1) = -1,

sem bydir ad ef z er 4 bilinu |1,3[ pa er 22 — 42 + 3 < 0.
(iii) Ef z € |3, 00| bd er

sgn(z—1)(x —3) =sgn(x —1) - -sgn(z—3) = (+1)(+1) = +1,
sem bydir ad ef v € 13, +oc [ bd er 22 — 42 + 3 > 0.
Samantekid hofum vid p4 ad lausnarmengi ¢jofnunnar 22 —4z+3 > 0 er sammengid
| —00,1[ U ]3,+00].
LAUSN 2. 22 —-42+43>0<= (z—1)(z—3) > 0.

Vio lesum tr nedstu linu formerkjatéflunnar ad lausnarmengio er |—oo, 1[U]3, +o00].

1 3
x—1 - 0 + + +
r—3 - - - 0 +
(z-L+1) ||+ 0 — 0 +

LAUSN 3. Drogum upp fallrit fleygbogans f(z) = 22 — 42 + 3 = (z — 1)(z — 3).

Vid sjaum 4 fallritinu og af pvi ad reetur f
erur; =3o0gro=1a0 f(z) > 0ef
xeR\L,3].
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<3
r—1 T

m Daemi 1.25 Leysum 6j6fnuna

mLausn Pad er algeng villa ad byrja a pvi a0 margfalda i gegn med samnefnara z(x—1),
eins og um jofnu veeri ad reeda; fa 2z < 3(z — 1) = x > 3 sem er ekki rétt svar. Af
hverju gengur petta ekki? Af pvi ad an athugunar vitum vid ekki hvort z(z — 1) er
jakvaed eda neikvaed steerd (auk pess sést ekki a seinni 6j6fnunni ad upphaflega ¢jafnan
er o6skilgreind i 0 og 1). Pessu ma pé bjarga vid. Ef vio viljum fara pa leido ad margfalda
1 gegn med samnefnaranum, pa parf fyrst ad skooa formerki pess sem madur atlar ad
margfalda med i gegn; b.e. madur skodar sgn (z(z — 1)) = sgnz - sgn (x — 1) 4 premur
bilum: pegar (i) z < 0, pbegar (ii) 0 < = < 1 og begar (iii) z > 1 og goggurinn 1 §j6fnunni
snyst vio begar margfaldad er 1 gegn med x(z — 1) ef sgnx - sgn (z — 1) < 0.

Onnur lausnaradferd vaeri ad koma 6j6fnunni 4 formid % < 0 (eda > 0) og freista
bess ad patta f(z) og g(x) (vonandi 1 linulega beetti) eins og 1 deeminu hér 4 undan:

2 < §
r—1 =
2 3
— ——<0
r—1 =z
20 —3(x — 1
— w <0  Einfoéldum teljarann og faum
(x —1)x
-z +3 . A ., .
= T <0 Vinstri hlid er komin & formid f(z)/g(z) <0
X — X
—(x—3) . §
= —F=<0 Margfoldum nezest 1 gegn med —1
(x— 1)z
z—3 . .
— —>0 og goggurinn hverfist vio.
(x — 1Dz

Setjum upp formerkjatoflu. Nullstoovar teljara og nefnara koma i efstu linu og
tilsvarandi (linulegir) paettir i fyrsta dalk:

0 1 3
x - 0 + + + + +
x—1 - - = 0 + + +
r—3 - - - - - 0 +
x—3 . .
— || - : — 0
(r— 1)z * *

Vid lesum tur nedstu linu téflunnar ad lausnarmengid er |0, 1{U]3, +o0|.

1.5.2 Tolugildiséjoéfnur

Jafnan |z| = 3 hefur tveer lausnir z = 3 og = —3. (Rumfraedileg tilkun a
rauntalnalinu, teiknid mynd.)
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|t —1|=3<«=2zx—-1=3edaz—1=-3<= x=4edazxr=—2. (Teiknid mynd)
Ojafnan |z| < 3 hefur lausnarbilid —3 < z < 3.

Lausnarmengi ¢jéfnunnar |z| > 3 er sammengi sundurlaegra bila x < —3 eda
x> 3.

[t —1|<3«<= 3<2r—-1<3+= -2<z<4

|t —1>3<«=zr—-1<-3edar—1>3 <=z < —2edaz >4

Regla 1.5.2 Latum c vera rauntélu og d > 0. Pa er lausnarmengi 6jofnunnar
(A) |z —¢c| <dbilidec—d <z <c+d.
(B) |z —¢| > d sammengid z < ¢ —deda x > ¢+ d.

Sonnun. Vid synum adeins (A) og maelumst til pess ad lesandi efi sig med pvi ad
sanna (B) sjalfur.

. .. T o1 r—c ef t—c>0
Samkvaemt skilgreiningu a tolugildi er |z — ¢| = . Notum

—(x—c¢) efz—c<0

betta til ad sja a0 i tilvikinu = — ¢ < 0 verdur gjafnan a forminu —(z —¢) < d <= —d <
x — ¢ og 1 hinu tilvikinu =z — ¢ > 0 pa verdur gjafnan 4 forminu = — ¢ < d. Samantekio
feest:

|t —c|<d<= —d<zr—-—c<d<c—d<z<c+d.

m Daemi 1.26 Finnid lausnarmengi 6j6fnunnar |1 — z| > 1 — x.

mlausn Efl1 >zer|l —z| =1—2o0gbvifaestl —z > 1— 2 sem gildir alltaf. Pvi
er | — oo, 1] 1 lausnarmenginu. Ef 1 < zer |1 — x| = —(1 — z) og ba feest —(1 — z) >
l—2 <=2z >2<= 1z >1svo|l,+oo] er i lausnarmenginu. Pessi ¢jafna hefur pvi
lausnarmengiod | — 0o, 1] U |1, +oo[= R eda med 60rum oroum gildir hin fyrir 61l z € R.

m Dcemi 1.27 Finnid lausnarmengi ¢jofnunnar ‘4 — %‘ > 6.

m Lausn Almennt gildir ad |a — b| = |b — a|. Samkvaemt Reglu 1.5.2 er

2—4‘>6<:>{2—4>6e6a2—4<—6}<:>{2>1Oe6a2<—2}
X i

X X T

1 1
<:>{>5e6a<1}.
X T

(1) 1 ¢j6fnunni % > 5 er lj6st ad x getur ekki verid neikvaed (af pvi ad teljarinn

er jakvaedur og vinstri hlidin 4 ad vera steerri en haegri hlidin sem er jakvad)

svo ad vio margfoldum 1 gegnum ¢j6fnuna med jakvaedri télu =z > 0 og faum

1>bce0<i;svo0<z<i.

(2) 1 6jofnunni % < —1 er ljost ad = getur ekki verio jakvaed tala, svo ad vido margfold-
um i gegnum ¢jéfnuna med neikveedri tolu x < 0 og faum 1 > —z < =z > —1; svo
ad —1 <z <0.

Nu sjaum vid ad |—1,0[{U]0,1/5] er lausnarmengi gefinnar 6j6fnu.
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Afingar 1.5

= —4 . .
Afing 1.5.1 Leysio 6j6fnuna S > 3z og gefid lausnina sem rauntalnabil eda
sammengi (rauntalna)bila. Sannreynid niourstodour med Geogebra: Farioi View
— CASog sldid inn Solve[(3 —x)/2 >= (3z — 4)/3]. n
. ok e 1
I Afing 1.5.2 Leysid 6jofnuna — < 2. m
x

Afing 1.5.3 Leysio 6j6fnuna x 7 > 3 og gefid lausnina sem rauntalnabil eda
x

sammengi (rauntalna)bila. "
I Afing 1.5.4 Leysid 6jofnuna 22 — 5z +6 < 0 .
I Afing 1.5.5 Leysi0 ¢jofnuna |z + 1| > 3 "

I Afing 1.5.6 Leysio ¢jofnuna |1 + %| >3 "
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2.1

Sléttan R x R

A 17. 61d lystu René Descartes og Pierre Y

de Fermat sambandi ramfraedi og algebru

i rétthyrndu hnitakerfi R x R eda R?. Su N e
venja er ad setja 160réttan y—as og larétt-

a0 lysa atburdi y sem falli f af tima z; ad (=3,1)

[ ]
an z—as. Hugmynd Descartes félst i pvi 2T E

4 gefnum tima 2 4 timabili / meetti setja reee T
y = f(x) og bannig utskyra atburdards med N L Y T
fallriti, eda grafi falls. -3 -2 -1 0 1 2 3
bl
() ={(@y)lvelcR, y=f(z)}. l
1 o 1
I rétthyrndu hnitakerfi er dkvardadur fast- - bomms

ur upphafspunktur O. I sléttunni R? =
R x R eru asarnir innbyrois hornréttir.

I tvividu hornréttu hnitakerfi er upphafspunkturinn O = (0,0). Latum P vera
punkt i R2. Ef radtvenndin (z,y) lysir stadsetningu punktsins P 1 sléttunni, b.e.
P = (z,y) € R?, ba kéllum vid (z,y) hnit punktsins P. Fyrra hnitid » taknar b4
ldrétta feerslu fra fasta viomidounarpunktinum O og seinna hnitid y taknar l6drétia

feerslu fra O. Vid gaetum pvi allt eins gefid stadsetninguna sem vigur OP = ; IR3

getum vid hugsad okkur z—as sem stendur hornrétt a hina tvo, med upphafspunkt
O = (0,0,0). Erfidara er ad sj4 fyrir sér hornrétta vigra i R*, p6 peir séu vissulega til.

Tvenndin (z, y) nefnist radtvennd vegna bess ad mali skiptir { hvada rod tolur koma
fyrir innan svigans. Pannig er t.d. (2, 3) # (3,2).



2.1.1

42 Kafli 2. Rétthyrnt hnitakerfi

Fiéréungar sléttunnar

Hnitadasarnir marka af fjordounga

sléttunnar:
A
I Fyrsti fjoroungur =z > 0,y > 0.
II Annar fjéréoungur z < 0,y > 0. II I
III Prigji fjoroungur x <0,y <0 z<0,y>0 x>0,y>0
IV Fjoroi fjoroungur z > 0,y <0 >
<0,y <0 z>0,y<0
II1 IV

Rétthyrndur prihyrningur

Prihyrningur er sagdur vera rétthyrndur ef hann
hefur 90° horn, eda rétt horn, sem er pa stersta
hornid i prihyrningnum par ed hornasumma pri-
hyrnings er 180°, og lengsta hlid rétthyrnds pri-
hyrnings c veit & méti rétta horninu. Hinar tveer

hlidarnar a og b eru einu nafni kalladar skamm-
hlidar ¢

Ferningur tolu, eda ferningstala einhverrar télu er talan 1 60ru veldi.

Regla 2.1.1 — Regla Pypagérasar. I rétthyrndum prihyrningi eru samanlagdar fern-

ingstolur skammhlidanna jafnar ferningstslu langhlidarinnar, a® + b* = 2.

Sonnun. Afing 2.1.1 |

Fjarleegdarformulan
Latum Py = (z¢,y0) og P1 = (71, y1) vera punkta i sléttunni Formula fyrir fjarleegdina

Mynd 2.1

d(Py, P1) & milli punktanna P, og P; leidir beint af reglu Pypagérasar:

d(Po, 1) = \/ler — o2 + [y — y0f2 = /(@1 — 20)? + (41 — 90)? 2.1)
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Vid getum lika gefid stadsetningu punktanna sem vigrana OP, = (i()) og OP, =
0
<x1> , og myndad vigurinn PP, = OP, — OPy = <$1> - (960) = (xl B xO). Lengd
Y1 Y1 Yo Y1 — Yo
vigursins Py P er jakveeda rauntalan
[PoPi| = /(a1 — 20)2 + (11 — 10)? 2.2)

m Daemi 2.1
(i) Fjarleegdin fra upphafspunkti O = (0,0) ad punktinum P = (z,y) er

d(0,P) = \[(z — 0) + (y — 0)2 = \Ja? + y2.

(ii) Lengd vigursins OP = | er [OP| = /22 + 42.
gd vig <y> |OP| = y/2* +y

Afingar 2.1

Afing 2.1.1 Rifjid upp hugtakid einslaga prihyrningar (e. similar triangles). Sjd t.d.
http://www.mathopenref.com/similartriangles.html

Latum a, b vera skammbhlidar rétthyrnds prihyrnings og c vera langhlidina, pa

segir 1 reglu Pybagérasar ad a® + b?> = ¢*. Notid ykkur ad prihyrningarnir hér ad
nedan eru einslaga til ad sanna reglu Pypagorasar.

N\

c a b

Afing 2.1.2 Latum A = (0, 3) til B = (4,0) vera gefna punkta 1 sléttunni.

(i) Finnid stefnuvigurinn AB. (ii) Finnid fjarleegdina fra A til B.

/fing 2.1.3 Ogn leggur af stad i punktinum A = (-2, 3) og ferdast um fjarleegdina
Az = 4 til haegri og Ay = —7 nidur. Finnid punktinn B sem uppfyllir jofnuna

AB:OB—OA:(Ax> .
Ay


http://www.mathopenref.com/similartriangles.html
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Afing 2.1.4 Rétthyrndur prihyrningur hefur hornpunkta A = (k,0), B = (0,4) og
C = (0,0) og langhlid hans er |AB| = v/41. Finnid k. .

Afing 2.1.5 Leysio Zfingu 2.1.2 med GeoGebra (http://www.geogebra.org/):
Til ad sja vigurinn AB, sl4id pid fyrst inn punktana A og B, skilgreinid vigur 4 milli
punktanna og reiknid svo lengd vigursins. Fylgid eftirfarandi skrefum:

(a) 2 = (0, 3) [Enter] (¢) AB = Vector[A,B] [Enter]
(b) B (3,0) [ Enter] (d) lengd = Length[AB] [ Enter]

2.2 Jafna beinnar linu

Pegar talad er um linu 1 sléttunni er audvitao att vio beina linu.
1. Latum /¢ vera linu sem akvardast af Py = (xo,y0) og P1 = (x1,y1). Ef [ er ekki
160rétt lina pa er xy # x1 og hallatala linunnar / er gefinn med formulunni

m:yl_yo :ﬁ (23)
T —x9 Az

Vid getum lika myndad stefnuvigur linunnar ¢/ sem liggur 1 gegnum punkt-

ana Py og P,. Pad veeri t.d. vigurinn Py P, = <w1 B x()) eda PPy = (xo B x1> .
Y1 — Yo Yo — Y1

Stefnuvigur linu ¢ hefur audvitad somu hallat6élu og linan sem akvardar stefnu-

vigurinn. Linan y = —x hefur t.d. stefnuvigur v; = _11 i IV. fjéroungi, pad
sést med pvi ad velja z = 1 sem gefur y = —z = —1; en ef pessum stefnuvigri er
snuid um hornid 7 eda 180° pa faum viod stefnuvigur v, = _11 iII. fjoroungi.

Fyrir umfjollun um stefnuhorn linu skulum vid alltaf velja stefnuvigur fyrir
linu i 7. fjéroungi sléttunnar ef hallatalan linunnar er jakvaed, en stefnuvigur i
I1. fj6roungi ef hallatalan linunnar er neikvaed.

Loéoréttri linu ma lysa med jofnunni x = a, par Yy

sem ¢ er fasti sem segir til um hvar linan sker r=25
z-asinn. L6orétt lina hefur ekki hallatolu en hin
hefur stefnuhorn 6 = /2.

Laréttri linu ma lysa med jé6fnunni y = b, par x
sem b er fasti sem segir til um hvar linan sker
y-asinn. Larétt lina hefur hallatélu m = 0 og
stefnuhorn 6 = 0.

Eflina / er ekki 160rétt b4 ma reikna stefnuhorn linunnar, 6, it fra jofnunni.

y=-1

tan # = m = hallatala linunnar ¢ (2.4)

bar sem 0 er meelt rangsaelis fra laréttum as. Til pess ad stefnuhorn linu
akvardist 6tvireett af hallatolu linunnar pa leyfum vid adeins 0 € [0, 7[, eda 1
gradum talid 0° € [0, 180°:

(a) Ef m = 0 pa tokum vio 0 = 0 (en ekki t.d. § = 7 eda 6 = 27),

(b) Ef0 < m < 400 bd tokum vid 0 < 0 < 5 (Stefnuvigur 1 I. fjéroungi)


http://www.geogebra.org/ 
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(c) Ef —oo <m < 0 pa tokum vid § < 6 < 7. (Stefnuvigur 1 I1. fjérdungi)

m Dcemi 2.2 Hallatala linunnar y = = er m = 1 pba er augljést ad stefnuhorn
linunnar er 7/4, en hallatala linunnar y = —z er m = —1 og stefnuhorn hennar
erm—2 = 37 Athugid ad tan (37/4) = —1 en einnig er tan (—7/4) = —1. Reiknivél
gefur arctan (—1) = —7 b.e. horn 1 I1]. fjérdungi. Vid pburfum pvi ad muna eftir
a0 baeta 7 vio pad sem reiknivél gefur ef hallatala linu er neikveed tala.

]
m Daemi 2.3 Lina sem liggur i gegnum punktana (1, 2) og (0,4) hefur hallatéluna

2-4 -2

=2 "= —2
1-0 1

m
(teiknid mynd) og stefnuhorn linunnar er § = arctan(—2) + 7 ~ 2.0344. Rifjum
pba upp 1 leidinni ad til ad fa stefnuhornid meelt gradum pa margfoldum vido med
hlutfallinu % og faum ~ 116.6°.

MATLAB

>> theta = pitatan(-2)
theta =
2.0344
>> thetax180/pi
ans =
116.5651

2. Eflina sker z— asinn, ba gerir hin pad 1 einhverju hniti af gerdinni (a,0), sem er
skurdhnit linunnar vid z— asinn. Vid kéllum téluna ¢ skurdpunkt linunnar
vid r—as.

3. Eflina sker y— asinn, pa gerir hun bad i einhverju hniti (0, ). Vio kéllum téluna
b skurdpunkt linunnar viod y—as.

ATH) Strangt til tekid settum vid ad tala um (z,y) sem hnit punkts 1 sléttunni; en
punkturinn sjalfur heitir, segjum, P; p.e. P = (z,y) en bad er malvenja ad tala
um (z,y) sem punkt. Vid sjaum yfirleitt af samhenginu hvort verid er ad tala um
punkt z i R eda punkt (z,y) € R2.

Skilgreining 2.2.1 Latum m vera hallatolu linu ¢, (zo,y0) vera gefinn punkt a lin-
unni og (z,y) vera hinn almenna punkt a linunnar. Pa er svonefnd punkthalla-
framsetning linunnar gefin med formuilunni:

0 y=m(z —xzo) + yo (2.5)

Skurodhalla framsetning linu: Pegar og hallatala linu er pekkt og skurdpunktur
vi0 y— as, pa er fljétlegt ad skrifa jofnu linunnar a skurdhalla forminu

{: y=mzx+b (2.6)

einnig er haegt reikna at skurdinn b vid y—as ef einhver punktur (z,yp) 4 linunni
pekktur, nefnilega er b = yy — muy.
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m Dcemi 2.4 Lina sem liggur 1 gegnum punkt-
ana (4, —2) og (1,1) hefur hallatéluna m = —1.
Annar punktanna nagir til ad reikna 1t jofnu
linunnar med punkt-halla framsetningu. Tok-
um t.d. Pl = (l’l,yl) = (1, 1) Faum

y=m(z—z1)+y1=—-1(z—1)+1
= —x + 2.

Skurodhnita framsetning: Lina / sem liggur i gegnum punktana (a, 0) og (0,b), a # 0,
hefur

hallatolu m = b-0 = —9. Jafna linunnar er
—a a

ba

0 y:—g(aﬁ—a):—ax—i—b. aJrg—l
Ef b # 0 pa getum vio deilt 1 gegnum jofnuna
med b, og skrifad jofnu linunnar a svokolludu
skurdhnita-formi >

/ (a,0)
I L =+ v _ 1
a b

m Daemi 2.5 Lina hefur skurdhnit P = (2,0) og Q@ = (0, 1). Jafna linunnar er g +y=1

Almenn jafna linu er a forminu
axr+by=c

par sem ekki baedi a = 0 og b = 0.

m Dcemi 2.6 Linan 4x + 3y = 4 er gefin & almennu formi. Med umrituninni 4z + 3y =
4= y= —%x + % feest linan a skurohalla formi. Af sidustu jofnunni sést ad hallatala

linunnar er m = —3, skurdhnit vid y—as er (0, %) og skurdpunktur vid y— as er b = 3.

Ef vid hinsvegar deilum i gegnum almennu joéfnuna 4z + 3y = 4 med 4 pa feest jafna
linunnar & skurdhnitaforminu = + %y = 1. Madur les ur pessari sidustu jofnu ad
% =1l=a=1o0g % = % = b= %, og getur pa dregio beina linu i gegnum punktana

(1,0) og (0, 5).

B =(0,4/3)
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m Deemi 2.7 Teiknid upp linurnar ¢; : 2z +y = 3 0og {2 : 8¢ — 7y = 11 einni mynd.
Leysio jofnurnar saman og finnio i hvada punkti linurnar skerast.

m Lausn Einangrum y ar ¢, og faum y = 3 — 2x; setjum svo 3 — 2z inn fyrir y i {2 og
faum

8r—Ty=18-783-22r)=18r—-21+ldr=12r=22< 2 =1.

ba feest y =3 — 20 =3 — 2.1 = 1. Skurdpunktur linanna er pa (1,1).

Brotnar linur
Jafnan y = |z| gefur tveer halflinur,

y=xzefz>00gy=—-xefz <0.

T, efz>0
-z, ef z<0

oy

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
—1

Afingar 2.2

Afing 2.2.1 Finndu j6fnu linu 1 gegnum punktana

(i) A=(-1,1),B = (2,4). GeoGebra:
(i) A=(1,0),B = (0,1/2). @a= (-1,1)
(iii) Sannreynid ad rétt sé reiknad med (b) B = (2,4)

(¢) 1inaA = LinelA, B]
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Afing 2.2.2 Finndu jofnu linu 1 gegnum punktinn P = (—1,1) sem hefur hallatélu

@ m =1 @1i) mo = —1 (1i1) mg = 2. 1av) my = —%

Afing 2.2.3 Notid GeoGebra til ad teikna allar linurnar i Zfingu 2.2.2 i einni mynd
og 1atid jofnur linanna koma fram 4 myndinni. =

Afing 2.2.4 Gefin er lina ¢ : 2x + 4y = 12 & almennu formi.

(i) Finnid skurdpunkta linunnar ¢ vid  (i1) Finnid hallatélu linunnar /.
hnitadsana.

null gradur a Fahrenheit, Tr = 0°F, svara til frostmarks tiltekinnar saltlausnar
og ut fra haeod kvikasilfurssulunnar festi hann Tr = 32°F sem frostmark vatns.
Sjalfkrafa verour pa Tr = 212°F sudumark vatns. Linulegt samband er a milli
hitastigs maelt a Fahrehheitkvaroa og hitastigs maelt 1 Selsius gradum. Anders
Celsius (1701 - 1744) skilgreindi nuill gradur a Selsius sem frostmark vatns, 7o =
0°C, og skilgreindi T~ = 100°C sem sudumark vatns.

(1) Finnid linulega jofnu Tr = mTc+0b, pbar sem m er hallatala og b er skurdpunkt-
ur vid Tr— as. Dragid upp l6oréttan Tr— as og laréttan T-—as og teiknid inn
linuna.

(i1) Hvad eru nullgradur 4 Fahrenheitkvarda margar gradur a Selsius ?
(iii) Hvao eru Tc = —40°C margar gradur a Fahrenheit ?

Afing 2.2.6 Finnid stefnuhorn linu sem liggur i gegnum punktana O = (0,0) og

(A) A=(0,1) (B) B = (—1,0) (C) C =(1,1) (D) D =(1,-1)

Afing 2.2.7 Teiknid upp linurnar 2z + y = 8 og 5x — 7y = 1 1 einni mynd. Leysid
jofnunar saman og finnid i hvada punkti linurnar skerast. I GeoGebra er fljétlegt
a0 fa linurnar fram i einu grafi; sl4id t.d. inn L1:2x+y = 8 0g L2:5x-7y = 1;e0a

‘ Afing 2.2.5 Fahrenheit (1688 - 1736) kvaroadi kvikasilfurmeeli pannig ad hann 1ét
‘ einfaldar 2x+y = 8 og 5x-7y = 1. m

Afing 2.2.8 Jafnan y = |z — 1] lysir tveimur halflinum. Teiknid mynd. Sannreynid {
GeoGebramedy = abs (x-1). n
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Keilusnid

Breidbogi

Fleygbogi

Sporbaugur

_|

Viod skodum jofnur fyrir hringi, sporbauga, fleygboga og breidboga i pessum kafla-
hluta. Pessi form eru einu nafni kéllud ferningsjofnur eda keilusnid.
Almenna keilusnidsjafnan fyrir pau oll er

Az? + Bay+Cy? + Dx+ Ey+F =0 2.7

par sem A, B og C' eru ekki 61l null.

Hringur
Skilgreining 2.3.1 Almenn jafna hrings med midju C = (x¢, yo) og geisla r er

(2 — 20)* + (y = y0)* = 1 (2.8)
Pegar A = C og B = 01 jofnu (2.7) pa hofum viod jofnu hrings (ef F er ekki of stor tala).
m Daemi 2.8
P4y +4z+6y+3=0

er jafna hrings. Vid getum notad hina almennu keilusniosjofnu (2.7) til ao sja pao,
med A = C =1 og B = 0. Til ad finna midju og geisla hringsins purfum vid ad koma
ferningsjofnunni 4 formid (z — 2¢)? + (y — yo)? = r2. Vid purfum ad finna réttu télurnar
i eydurnar

A+ +y +6y+_ =-3+_ +
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til ad geta pattad skv. ferningsreglunum, m.6.o. fyllt tit { ferningana. Notum regluna
2?2 + 2ax + a® = (z + a)?, par sem 2a er linulegi studullinn og helmingurinn af 2a {
o0ru veldi er a®. Helmingurinn af linulega studlinum vid 4z er 2, og helmingurinn af
linulega studlinum vio 6y er 3. Faum

2 +dr+ 22+ 2 +6y+32=-3+4+9
og nu er eftirleikurinn audveldur; pattunin gefur

(z+2*+(y+3)2=10

og nu sést ad midja hringsins er C' = (-2, —3) og geislinn er r = /10 ~ 3.162.
A

1 Ll
Hringur med geisla 7 = /10 og midju (-2, —3)
hefur jéfnu (z + 2)? + (y + 3)% = 10.

Regla 2.3.1 Ef A, B og C eru ekki 6ll null, pa gildir um
Az + Bxy + Cy? + Dz + Ey+ F = 0.

a0 pegar A = C og B = 0 pa hofum vid jofnu hrings (ef F' er ekki of stor tala).
Til ad flokka hin keilusnidin héfum vid adgreininn B? — 4AC.
(i) B2 —4AC <0
= Sporbaugur (e. ellipse)
(i) B?-4AC =0
= Fleygbogi (e. parabola)
(eda tveer linuref D =F =0,F < 0.)
(iii) B? —4AC >0
= Breidbogi (e. hyperbola)

2.3.2 Sporbaugur
Skilgreining 2.3.2 Almenn jafna fyrir sporbaug sem hefur meginasa (e. principal
axes) samsida hnitadsunum er

(z — 330)2 (y — yo)2

o2 + b2 =1 (2.9)

par sem C = (z9,y9) er midja sporbaugsins, lengdir meginasanna eru a og b,
|z — 0| < a, |y — yo| <D

Lengri meginasinn er kalladur langas (e. major axis) og sa styttri skammas (e.
minor axis).

» Daemi 2.9 Hvada keilusnidi lysir jafnan 222 + 3y> +y — 11/12=07?
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m Lausn Berum bessa jofnu vid almennu keilusnidsjofnuna (2.7) og sjaum ad A =
2,B =0 og C = 3. Par sem adgreinirinn B> —4AC = 0> —4-2-3 = —24 < 0 b4 er betta
jafna fyrir sporbaug. Vid purfum ad skrifa jéfnuna a forminu (2.9) til ad finna midju
og meginasa. Skodum fyrst:

3WP+y =3+ 4+ - ) Viljum hafa forystustudul 1
pegar fyllt er i ferninginn.
2

=3 (y2 + Ty + (%) - 316> Helmingur af 1/3 er 1/6.

=3 ((y + 32— %) Hér hofum vid pattad prja fyrstu lidina
innan (ytri) sviganna skv. ferningsreglu.

1 2
=3 (y + 6) - % Fellum (ytri) sviga.
y+g)? 1 ) 1
=2 — — Notum hér ad 3 = —.
173 B otum hér a 13

Med umrituninni

202+ 32 +y—11/12 =0 &

(y+ 35?2 1 11
92 4 L8 S g
TR TR T

2 (+g)?

- 4+ =1

1727 1/3

sést, ad jafnan 222 + 3y +y — 11/12 = 0 ritud 4 forminu

(x—m2+(y—véﬂ2

1

1 =1
2 3

lysir sporbaug med midju i C = (0,—1/6), hefur laréttan
langas a = /1/2 ~ 0.707 og 160réttan skammés b = /1/3 =
0.577.

GeoGebra:

Mabdur sleer inn jéfnunni 4 forminu 2x2 + 3y2 +y — 11/12 = 0 og GeoGebra umritar
hana 4 formid x2/0.5 + (y + 0.17)2/0.33 = 1, sem er jafna 4 forminu (”‘:"’;0)2 + <y*bgO>2 =
1. P& sést ad petta er jafna sporbaugs med midju i C = (0,—0.17) og meginasa
a=+10.5~0.7070g b=10.33 ~ 0.574. 1 .

Hér er pridji aukastafur er ekki réttur - pad fer eftir verkefninu hverju sinni hversu mikil ndkvaemni
parf ad vera.
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2.3.3 Fleygbogi

Mynd 2.3: Fleygbogasnio a keilu, breytilegt sjonarhorn

Skilgreining 2.3.3 Almenn jafna fleygboga (e. parabola) med utgildispunkt (e. extrem-
um point) D = (x0,yo) er

y = a(z —x0)* +yo (2.10)

og ef
(1) a > 0 pa er (xg,yo) botnpunktur (e. vertex) fleygbogans og vy, er leegsta gildi (e.
extreme minimum),
(i1) a < 0 béa er (zo,yo) topppunktur (e. vertex) fleygbogans og yo er heesta gildi (e.
extreme maximum).

m Dcemi 2.10 Hvada keilusnidi lysir ferningsjafna
420 —y—-3=07

m Lausn Berum pessa jofnu vid almennu keilusnidsjofnuna
Ax? + Bry +Cy?> + Dx + Ey+ F = 0; sjsum ad A = 1,B = 0 og
C = 0. Par sem adgreinir keilusnida B? —44C =02 —4-1-0=0
og pbar sem D, E # 0 ba er ferill ferningsjofnunnar fleygbogi.
Afumrituninniy =22 +2r -3 =22 +2v+1 -4 = (z + 1)? — 4,
b.e.

y=(r+1)* -4

sést ad fleygboginn hefur botnpunkt i (—1, —4) og samokareglan
gefursvoy = (v +1)?2 -4 =(v+1)2-22 = (z+1-2)(z +1+2) =
(x —1)(z + 3), b.e. umritunin

y=(z—1)(z+3)

gefur ad skurdpunktar fleygbogans vio z—as eru (1,0) og (—3,0).

| |
m Deemi 2.11 Litum 4 jofnuna 22 +2zy +y?> —2=0. Hérer B> —4AC =22—-4-1-1=0
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svo a0 samkveemt reglunni settum vio ad fa fleygboga, en betta er tilvikio sem gefur
tveer samsioda linur; nefnilega eru engir linulegir 1idir, p.e. D = E =0o0g F < 01
keilusnidsjofnunni Az? + Bry + Cy? + Dz + Ey + F = 0. Pa faest:

21 2zy+1° -2 =0 <= (z4y)? =2 <= |z+y| = V2 <= z+y =V2edaz+y = —V2.

Linurnar y = —z + /2 og y = —x — /2 hafa badar hallatélu —1 og eru pvi samsida.

Hliérun og strikkun grunnfleygbogans

Fleygboginn y = 22 sem hefur botnpunkt 1 (x9,%0) = (0,0) og forystustudul a = 1
verdur eftirleidis kalladur grunnfleygboginn. Almenn jafna fleygboga feest med pvi
ao hliora grunnfleygboganum ar (0,0) 1 (zg,y0) og strikka forystustudulinn med a.
Speglun grunnfleygbogans um xz—asinn er strikkun med a = —1.

©,
—1.0

—2.0

(—3,-2)

Mynd 2.4: Hlidrun fleygboga

Hlidrun

A Mynd 2.4 getur madur litid svo & ad grunnfleygboganum y = 22 med botnpunkt (0,0)
hafi verid hlidrad til um punktinn (z¢, yo) samkvaemt formilunni 2% — (x — 20)? + yo,
fyrir nokkur mismunandi (zg, y9). Ef 2 er neikvaed tala er hlidrun larétt til vinstri
um |zo| skref; ef zy er jakvaed pa er hlidrunin til haegri. Ef yy er neikvaed tala ba er
hlidrunin 160rétt nidur en 160rétt upp ef yy er jakvaed tala.

Strikkun grunnfleygbogans

Allir fleygbogarnir 4 Mynd 2.5 nema e(z) eru allir af gerdinni y = cx?, par sem grunn-
fleygboginn a(z) hefur ¢ = 1. Vid sjaum ad b(x) = 222 vex hradar en grunnfleygboginn
en greinar ¢(z) = ixz eru gleidari. Speglun um grunnfleygbogans um z—asinn faest
med ad setja c = —1 eins og 1 d(z), og ad lokum, e(z) = —2(z — 3)? + 4 er grunnfleyg-
boginn a(z) = 22 spegladur, strikkadur med 2, hlidrad til heegri um 3 og hlidrad upp

um 4.
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\/

Mynd 2.5: a(z) = 2%,b(z) = 222, c(z) = 0.2522,d(z) = —22,e(z) = 0.5(x — 3)® +4

2.3.4 Breidbogi

Almenn jafna breidboga sem speglast um hnitadsana er a forminu

(@ —20)*  (—w)® _ (2.11)

a? b2

par sem a = 2 er skurdur vid z—4s og linurnar y = :I:g(a: — x9) + yo eru adfellur
breidbogans.
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5.0 A
4.0

3.0
2.0

1.0

.0 —1.0
C-1.0

+2-0

) —3.0

2

Mynd 2.6: Breidboginn 327—; - ?1/—; = 1 hefur adfellur § — ¥ =0o0g 5+ ¥ =0.

1
Vio sjaum lika it fra almenna formi keilusnida (2.7) a6 jafnan zy = 1 p.e. y = -

lysir breioboga:
2 Kk
1
Y=
x
1 .
—2 —1 0 i 2 >
—1
2
) (b) Breidbogar 4 forminuy = —%; +1, med c =1
(a) Adfellur breidbogans zy = 1 eru og ¢ = —1, hafa babdir 16dfellu 1 = = 1 og lafellu 1
hnitadsarnir, eda larétta linan y = 0 y=1
og 160rétta linan = = 0.
Mynd 2.7

Almenn formula fyrir pessa gerd breidboga med 166fellu x = zy og lafellu y = yg er
(. —20)(y —yo) =c (2.12)

par sem halli greinanna er neikvaedur ef ¢ > 0, en ef ¢ < 0 er halli greinanna jakvaedur.
Jofnu (2.12) ma umrita a formio

+ Yo (2.13)

y:
T — X0

aD@mi212  Ferilly = *
r+1

er breidbogi. Til ad sja pad notum vid marglidudeilingu

eoa eftirfarandi umritun

r—1 xx+1-1-1 zx+41 —-1-1 —2
= = + :1+77
rz+1 z+1 r+1 x+1 r+1
sem gefur ad
-2
= 1
4 x+1+

Berum bpessa sidustu jofnu vio jofnu (2.13). Jafnan lysir breidboga med 166fellu i
x = —1, lafellu i y = 1 og halli breidboga-greinanna er jakvadur. ]
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Svaedi og 6jofnur
Sérhver lina skiptir sléttunni R? i tveer sundurlsegar halfsléttur (e. half-planes).
Myndreen framsetning linulegrar 6jofnu er sveedi sem kallast halfslétta.

Mynd 2.8: Lausnarmengid er halfslétta, taknad med skyggingu.

Mengi allra punkta innan 7 hring er kallad innmengi (e. interior) hringsins eda op-
in hringskifa. Opin hringskifa d4samt hringnum sjalfum kallast lokud hringskifa
(e. closed disk). Pvi er stundum talad um hring sem jadar hringskifu (e. boundary of
a disc). Mengi allra punkta utan vid hring er kallad titsvaeoi (e. exterior) hringsins
eda utmengi hringsins.

=a hringur

a opin hringskifa

( )2+ ( )

( )2+ ( )? <

(x —x0)%+ (y—yo)? <a®>  lokud hringskifa

( )2+ ( )2>a®>  opid tsvadi hrings
( )? + ( ) >a lokad utsvaedi hrings

» Deemi 2.13 Ojéfnurnar 2 + 4?2 — 4z + 2y < 4ogax +y > 1 afmarka svaedi i R%;
lausnarmengio er snidmengi opinnar hringskifu, meo geisla » = 3 og midpunkt i
C = (2,-1), og halfsléttunnar sem liggur ofan vio linuna y = 1 — z. (Sannreynid med
Geogebra ). Stundum leetur madur einfaldlega naegja ad lysa svaedi i oroum. "

Afingar 2.3

/Afing 2.3.1 Reiknid 1t adgreininn B? — 4AC fyrir keilusnid til pbess ad flokka fern-
ingsjofnurnar. Notio Reglu 2.3.1. (Sja t.d. lausn 4 Daemi 2.10)

() 22+9y>-1=0 (ii)) —a?4+azy+y?+1=0 W az+y—ay=1
() 22 -y*—1=0 Gv) 22 +2zy+1y2—4=0 (i) z(y—1)=-1

Sannreynid svorin ykkar med GeoGebra.
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Afing 2.3.2 Ferningsjafnan
222+ 2y — 4z + 12y + 6 =0

lysir hring med geisla » = /7 og midju C = (1, —3). Vid getum notad hina almennu
keilusnidsjofnu (2.7) til ad sja ad jafnan lysir hring: A = C = 2 0g B = 0. Til
a0 finna midju og gelsla hringsins parf ad koma ferningsjéfnunni a formio (z —
70)? + (y — v0)? = r?; sem er almenn jafna hrings, bar sem C = (xg,70) er midja
hringsins og r er gelshnn Fari6 ad eins og 1 deemi 2.8) og sannreynio fullyrdinguna
um stadsetningu hringsins. m

1
x2—|—§y2—|—y—5:0. (2.14)
(i) Hvada keilusnidi lysir jafna (2.14) (Notid setningu 2.3.1)
(i1) Skrifio upp almenna jofnu 4 keilusnidsins skv. skilgreiningu. (Skrifid upp
skilgreininguna).
(i1i) Komid jofnu (2.14) & form almennu jofnunnar fyrir keilusnidio.

Afing 2.3.4 Einangrid y dr jofnunni (z — 1)(y + 2) = 1 og rissid upp mynd (an forrits)
Hvaoa keilusnioi lysir jafnan? (Sannreynio med GeoGebra) "

Afing 2.3.5 Hlidrid grunnfleygboganum y = 22 um 3 einingar til haegri og 2 einingar
niour. Gefid jofnu fleygbogans eftir hlidrun. "

Afing 2.3.6 Til ad finna graf |z| + |y| = 1, notum vid skilgreiningu & tolugildi og
skodum hvernig linurnar lita i 6llum fjéroungum sléttunnar
I. Ef 2 > 0,y > 0 pa feest jafnan =z + y = 1.
II: Efx <0,y > 0 pa fest jafnan —x +y =1
III: Efx <0,y < 0 pa feest jafnan —x —y =1
IV: Efx > 0,y < 0 pa fest jathaz —y =1
Pessar fjogur linustrik mynda tigul (teikni6 fallritio). "

AEflng 2.3.7 Synid ad Gjafnan |z| + |y| < 1 loki af tigullaga svaedi i R?. Teiknid mynd.

| Afing 2.3.3 Gefin er ferningsjafnan

Afing 2.3.8 Lysid svaedinu sem dkvardast af ¢jofnunum 2% +y? —22 -1 < 0ogxz < 1.
Teiknid mynd { Geogebra. "

2.4 Foll og fallrit

Skilgreining 2.4.1 Latum A og B vera mengi.
(i) Fall (e. function) eda vorpun (e. mapping) f fra Atil B, tdknad f: A — B, er
forskrift sem dthlutar sérhverju staki © € A ndkveemlega einu staki y € B,
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ritad = — y. Oft skrifar madur f(z) 1 stad y eda pa beint einhverja formuilu
sem tiltekur hvernig y = f(z) er smidad.

(i1) Mengio A er kallad formengi (e. domain) fallsins f og mengid B er kallad
bakmengi eda varpmengi (e. codomain) fallsins f.

(iii) Fallrit eda graf (e. graph) fallsins f : A — B er mengi0

() ={(zf(x))|zecA}.

Ljosterad I'(f) C A x B.

Ef punktur (z,y) € I'(f) ba er gildid y = f(z) haed ferilsins ofan vid punktinn =
(eda nedan vid z ef f(x) < 0).

Mynd 2.9: A myndinni sjaum vid hluta af I'(22(3 — z)), b.e. hluta af ferli fallsins
f(z) = 22(3 — =) og nokkra punkta (z,y) € T'(f).

mDaemi2.14 Gefider fallio f : R —» R, f(x) =3z + 1. Paer

£(0) =1
f(1)=3-1+1=
Q) = f(4) =34+ 1=13
f(—=a) =3(—a)+1=-3a+1
flz—=1)=3zx—-1)+1=3x—2
F(f@) = fBr+1) =3Bz +1)+1 =9z +4

m Daemi 2.15 Dzemi um f6ll:
(i) f:R — R, f(x) := sinz. Formengid er R, bakmengio er R.

(i) f:R\{0} — R, f(z):= L_l Formengio er R\ {0} og bakmengiod er R.
T

fo>
(i) f:R — R, f(z):= {‘” ete 20,
—x, efx <O.

Formengi bessa falls er R og bakmengid er R. Petta fall er kallad tolugildisfallio
eda algildisfallio og yfirleitt taknad med |z|.
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ATH) Til ad skilgreina fall f : A — B barf strangt til tekid ad taka fram prennt.
Formengio A, bakmengid B og forskriftina hvernig f(z) € B er smidad ur = € A.

Skilgreining 2.4.2 Latum f: A — B vera fall og C C A. Mengi beirra f(x) sem fallid
f tekur fyrir z € C er kallad mynd mengisins C undir fallinu f og er taknad

fO)={fl)zeC}
Mengi beirra gilda sem fallid tekur, p.e. mengid

fA) ={fz)|zecA}
er kallad myndmengi eda mynd (e. range) fallsins f.

Ljost er ad mynd fallsins f : A — B er hlutmengi i bakmenginu B. Athugio vel ad
vid gerum greinarmun & follunum f: A — Bogg: A — f(A), g(z) = f(x), b6 svo
a0 pau taki somu gildin fyrir 6ll z € A, pvi ad pau eru ekki med sama bakmengio. Tvo
foll eru sama fallid, pa og pvi adeins ad pau hafi sama formengi, sama bakmengi og
taki somu gildi fyrir 61l stok 1 formenginu.

m Deemi 2.16 Deemi um foll:
(i) f:R—R, f(z) := sinz. Myndmengid er f(R) = [-1, 1].

(i) f:R\{0} — R, f(z) := =—. Myndmengid er f(R\ {0}) = R\ {1}. Dad sést

1 .
sem gefur x = T Fyrir

sérhverty € R,y # 1, er semsagt f(1/(1—y)) = yg,gsem synir a0 f(R\{0}) y: R\{1}.

fz>
(i) f:R —R, f(z):= {” w20, N ryndmengid er f(R) = [0, +ool.
—z, efz <.

. e . X
t.d. med pvi ad einangra z ar jofnunni y =

m Daemi 2.17 Litum aftur a fallio sin : R — R. Petta er fullyrdingin sinus af rauntolu er
rauntala med 60rum ordum, sinus er raungilt (bakmengio) fall 4 mengi allra rauntalna
(formengid): Fallid sin : [0,27] — R er gefid med somu formulu og sin : R — R en
petta eru ekki sému f6llin pvi formengin eru ekki pau sému. Staersta formengi sem
sinusfallio getur tekid er 61l rauntalnalinan R. Med pessu formengi verdur myndmengi
sinusfallsins f(x) = sinz mengid f(R) = [-1,1]. n

Skilgreining 2.4.3
(i) Vid tdknum formengi falls f med Dom(f), D(f), Ds eda einfaldlega D ef
augljost er hvert fallid er. Annar moguleiki er ad gefum formenginu einfaldlega
eitthvert heiti med hastaf eins og A.
(ii) Vid tdknum myndmengi falls f med R(f) eda R;. Einnig er stundum skrifad
f(A) ef formengid er kallad A. Vid segjum lika ad f(A) sé myndin af A undir
fallinu f.

Formengishefdin og Skilgreiningarmengid

Stundum er ekki tekid fram a hvaoa bili (eda mengi) gefio fall er skilgreint, en einhver
formula er gefin, t.d. f(z) = /z. I pessum tilfellum gildir formengishefdin: Tekid
er staersta mogulega formengi fallsins. Steersta mogulega formengi falls f gefid med
formulu er gefido med skilgreiningarmengi formilunnar. Med formengishefoinni
akvarodast formengi fallsins f af skilgreiningarmengi formulunni sem gefin er fyrir
fallinu. Pa gert er rao fyrir ao fallid sé skilgreint fyrir allar rauntélur = pannig ao
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formulan f(z) € R sé leyfileg. Oft er audveldast ad spyrja spurningarinnar hvada x
ma ekki setja inn 1 formuluna fyrir f til a0 finna skilgreiningarmengi formulunnar.
I pessum tilfellum setjum vid bakmengid sem R.

Tekid saman: ef vid skilgreinum fall f med pvi ad gefa formulu f(z), t.d. f(z) = /z,
f(z) = 1/z, f(x) = In(sinx), o.s.frv., og tokum ekki fram formengi eda bakmengi
fallsins, pa er att vido ad formengi f radist af skilgreiningarmengi formuilunnar i R,
p.e. fyrir hvada = € R er haegt ad setja x inn 1 formiluna, og bakmengio er R.

Fullyrdingin: Skilgreiningarmengi raungilda fallsins f(z) = /z er
allar rauntélur z > 0, pyoir nakvaemlega pad sama og

Dom(f) =[0,4o0].

Pabd var ekki erfitt ad akvarda skilgreiningarmengi f af pvi ad vio leyfum ekki ad
neikvadar tolur séu settar undir rét, ef fallid 4 ad vera raungilt, en pad m4 setja hvaoa
x > 0 sem er inn 1 formidluna sem gefin er fyrir fallinu f.

Skodum nd fall, k6llum pad g, sem hefur somu formilu og f : [0,+occ[R en er
skilgreint & strangt minna mengi, t.d. &4 bilinu [1,2], heldur en D(f) = [0, +o0[. P4
segjum vio ao fallid ¢ : [1,2] — R par sem g(z) = /2 hafi formengid [1,2] og skrifum
Dom(g) = [1,2]. Nefnilega, b6 ad g sé lyst med somu formilu og f, ba eru g og f ekki
sama fallio af pvi ad Dom(g) er eiginlegt hlutmengi i D(f). Madur segir lika ad g sé
einskordun fallsins f 4 bilid [1, 2].

Aréttum: Ef formengi falls f, sem hefur formulu = ER f(z) € R, er ekki gefid. Pa
finnum vid skilgreiningarmengid sem dkvardast af formilunni sem gefin er. Skilgrein-
ingarmengid inniheldur pa pa 6ll bau = € R par sem eitthvert vit er i formulunni;
t.d. par sem ekki er deilt med nulli, sléttt6lu rét er ekki dregin af neikveedri t6lu og In
ekki tekinn af t6lu < 0. I Deemi 2.15 eru formengin tilgreind skv. pessari hefd, p.e.a.s.
akvaroda parf skilgreiningarmengio. Edlilega getur ekkert raungilt fall haft steerra
formengi heldur en skilgreininingarmengi formilunnar sem gefin er fyrir pvi.

= Dcemi 2.18
(1) Finnum formengi raungilda fallsins f(x) = v1 — 2.

m Lausn Samkvaemt formengishefdinni ber ad taka steersta mogulega formengi
fallsins, nefnilega skilgreiningarmengi formulunnar sem gefin er fyrir fallinu.
Vegna eiginleika ferningsrétarfallsins verdur ad gilda ad 1 — 22 > 0, sem er
jafngilt (z — 1)(z + 1) > 0. Nu er t.d. haegt ad setja upp formerkjatoflu eda
skoda fallrit fleygbogans y = x> — 1 til sja ad 6jafnan (x — 1)(x + 1) > 0 hefur
lausnarmengio —1 < x < 1, svo ad

Dy=[—-1,1].
(ii) Finnum formengi fallsins h(x) = f(l), bar sem f(z) =1 — 22.
x
m Lausn Samkveemt 1id (i) er Dy = [—1,1], en bar sem f(—1) = f(1) = 0 ba

getum vio hvorki leyft x = —1 né = = 1 1 formengi h, pvi vido getum ekki deilt med
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nulli. bvi er
Dh:Df\{_lvl}:]_lal[
formengi h.

m Deemi 2.19 Holdum afram med fallio sem gefio er med formulunni A(z) = ﬁ, og

gefum okkur smaplass i ordalag. Upphatt geetum vid sagt.
Raungilda fallid h hefur formengio opna bilid frd minus einum upp i einn
og er gefid med formulunni: einn d méti rétinni af, einn minus x i 60ru veldi.
Petta er heldur l6ng lysing, en gengur vel 1 talmali med skynsamlegum aherslum.
Petta er audvitad pad sama og
1

Fallio h sem gefid er med formulunni h(x) = \/ﬁ
—x

hefur opna bilid
| —1,1[ sem formengi og tekur (fall)gildi i R.
Allar pessar upplysingar koma fram, pegar vio skrifum einfaldlega
1
h:]-1,1 — R, h(x)=—=
1=t W=

A0 teikna foll
Pegar vio teiknum graf falls, pa er

SERHVERJU STAKI I FORMENGI FALLSINS ( 4 z—asnum) UTHLUTAD NA-
KVAMLEGA EINU STAKI I BAKMENGI FALLSINS (4 y-dsnum).

Petta pydir lika ad
LODRETTAR LINUR GETA EKKI SKORID GRAF FALLS OFTAR EN EINU SINNI.

I sidasta kafla skodudum vid sveedi { R? og drégum upp linur. Vid sjaum ad svaedi R?
getur ekki verio graf falls 1 pessum skilningi og 160réttar linur eru heldur ekki grof
falla.

Pau foll sem vid vinnum mest med er rétt ad kunna ad rissa upp; svo sem (einfaldar)
marglidur, hornaf6llin og nokkur helstu fo6llin sem hafa fratekin heiti, t.d.
1 1
e’ In(x), vz, —, —5 || (2.15)
xr X

svo eitthvad sé nefnt. Einnig er mikilveegt a0 atta sig a strikkun falla og hlidorunum.
Vid notum afram MATLAB, GeoGebra eda grafiskar reiknivélar til ad teikna upp
fléknari foll.

Teiknid upp t.d. upp f6llin i (2.15) med GeoGebra eda MATLAB og gerid tilraunir
med strikkun og hlidrun.
1
Sér madur fyrir sér fallrit f(z) = —? Hugsar madur um hvad x md ekki
X

vera i pessari formulu? Hvad ef x stefnir d 0 frd vinstri? p.e. x — 07, eda
heaegri x — 07; hvad ef x — +oo0 eda x — —oo? Hvada samhverfur blasa vid?

H . . . ;?
vad um follin 7(33 —)e og .

s Doemi 2.20 Litum & eftirfarandi foll:
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(a) a(z) ==,
(b) b(x) z2,

(c) c(x) = %

@) d(z) !

1—=x

5

(i) Finnio formengi fallanna skv. formengishefdinni.

(i1) Notid plot skipunina i MATLAB til ad draga upp ferla fallanna (Audvitad er oft
ekki haegt eda ekkert vit 1 pvi ad nota stersta formengid i grafiskum vélum, en
madur reynir ao velja bil fyrir z—in pannig a6 fallritin veroi sem best lysandi

fyrir follin).

m Lausn

(i) Formengi a(z) = x er R, formengi b(z) = 2? er R, formengi c(z) = 2 er R\ {0}
og formengi fallsins d(z) var fundid hér 4 undan sem Dom(d) =] — 1, 1].
(i1) Skrifum keyrsluskra i MATLAB til a0 teikna upp f6llin.

a(x) = x

2 : : :

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

400

200 [

0
-04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3

0.4 -1 -0.5 0 0.5 1

Mynd 2.10: Fallrit fallanna a(z) = z, b(z) = 2°, ¢(z) = 35, d(z) = == teiknud upp

=

MATLAB og subplot notad til ad rada peim a eina mynd.

= Keyrsluskra 3

1 % Skilgreinum 4 £f611 og formengi:

2 % = ===

3 clc, clear all

4 xa = linspace(-2,2,100); % Formengi fallsins a:

5 a = xaj; % Fallid 'a(x) = x'

6 xb = linspace(-2,2,100); % Formengi fallsins b:

7 b = xb."2; % b(x) = x"2

8§ % ————————— Skipti upp formengi fallanna c(x) og d(x) ——————————————————
9 % Fallid c(x) = 1/x"2 er ekki skilgreint i x=0. Til ad tryggja
10 % ad Matlab dragi ekki upp 166linu i x=0, pa klyf ég formengid

11 % upp 1 tvd sundurleg mengi; vik adeins fréd nulli i peim badum:

12 franulli = 0.05; % Prdofa pessa fjarlegd fra nulli
13 endap = 0.4; % Geri tilraunir med formengi

14 xc_1 = linspace(-endap,-franulli,100); % Vinstra megin vid null

15 xc_r = linspace(franulli,endap,100); % Hegra megin vid null

16 xc = [xc_1l xc_r]; % Formengi fallsins c:

17 ¢ = 1./xc."2; % c(x) = 1/x"2

18

19 bil = 0.01; bil frd jadri formengisi fallsins d:

20 xd =-1+bil1:0.01:1-bil; Formengi d: Nefnari ekki of ndl. nulli
21 d = 1./sqrt(1-xd."2); d(x) = 1/sqgrt (1-x"2)

22

28 % ~  ======================== =

24 % IT Stadset og teikna myndirnar
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25
26
27

o0 oo

7777777777777 subplot stadsetur myndir (plot)----——-—""""""—-"—-———-
subplot (2, 2, MyndNumer) stadsetur 4 plot & eina mynd:

28 % 2x2 rammar: MyndNumer = 1 setur mynd i vinstra horni efst,
29 % eins og ad lesa bdk, frad vinstri til hegri, svo nesta lina.
30 % MYND 1

31 subplot(2,2,1)
32 plot (xa,a)

Mynd 1 fer efst til vinstri
Mynd 1 er ferill fallsins a.

o° o

33 title(' a(x) = x ")

34 % —— asar: 4 stok &kvarda lengdir hnitadsanna —-—
35 asar = [xa(l) xa(end) a(l) a(end)];

36 % Larétt: xa(l) <--> xa(end) [UGr formenginu]

37 % LoOrétt: Frd a(l) til a(end) [dr myndmenginu]

38 axis (asar); % Teikna ésa: axis skipunin parf fjogur stdok: asar
39 % MYND 2

40 subplot (2,2, 2)
41 plot (xb,b)

Mynd 2 kemur uppi til hegri
Mynd 2 er ferill fallsins b

o0 o o

42 title('b(x) = x"2") Yfirskrift grafsins
43 %axis equal % Hnitadsar i1 sama kvarda
4 % MYND 3

45 subplot (2,2,3)
46 plot (xc,c)

47
48

Mynd 3 kemur nidur til vinstri

Mynd 3 teiknud

77777777777777 Titill & grafi skrifadur i Latex -——————-
Faum jofnur i titli & fallegu formi med "latex interpreter".

o° o

o\

o° o

49 Pa parf ad skrifa jofnurnar innan 1 $$ ... $$
50 title('S$S c(x) = 1/x"2 $$ ', 'interpreter',6 'latex')
51 % MYND 4

52 subplot (2,2, 4) Mynd 4 fer i nedri linu hegra megin

53 plot (xd,d) Mynd 4 teiknud, med Latex letri i titli
54 title(' $$ d(x) = \frac{l}{\sqgrt{l-x"2}} $$ ', 'interpreter', 'latex')
55 print —-depsc subplotta.eps % Encapsulated PostScript (EPS)

o o°

2.4.1 Jafnstced og oddstced foll
Jafnstaed og oddsteed foll hafa akvednar samhverfur sem eru lysandi fyrir hvora gerd.

Skilgreining 2.4.4 Gerum rad fyrir ad —z sé i formengi fallsins f hvenaer sem z er i
formengi f. Vid segjum pa ad f sé jafnstaett fall (e. even function) ef

f(=x) = f(z) fyrir sérhvert z 1 formengi f.
og vid segjum ad [ sé oddstaett fall (e. odd function) ef
f(=x) = —f(z) fyrir sérhvert x i formengi f.

m Daemi 2.21
(i) Linan f(z) = x er oddsteett fall, bvi ad Dy =R, svo ad x € Dy & —x € Dy, og

f(=2) = =z = —f(x).

(ii) Allar linur sem liggja i gegnum (0, 0) eru oddstaed foll, p.e.a.s. 611 {61l & forminu
f(x) = ax par sem a er fasti, eru oddstaed foll. Petta sést af pvi ad efx € Dy bd er
—x € ZU’Og

f(=2) = a(-2) = —azx = — f(x).
Fyrir hvada a € R er f(x) = az lika jafnsteett fall?
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m Dcemi 2.22
(1) Fallid f(z) = 22 er jafnsteett fall. Ljést er ad x € Dy < —x € Dy og

f(=2) = (=2)* = (-1)%2* = 2® = f(a).

(i) Allar 2. stigs marglidur 4 forminu f(z) = ax® + ¢, par sem a og c eru fastar, eru
jafnsteed foll pvi Dy = R og

f(=z) = a(—2)*> 4+ c = az’ + c = f(z).

Ferill jafnstaeds fall speglast um y-asinn, en hvernig lysirdu samhverfum
oddstaedra falla 1 oroum?

m Deemi 2.23 Fallid sin(z) er oddstsett, pvi ad sin(—z) = —sin(z). Fallid cos(x) er
jafnsteett, pvi ad cos(—z) = cos(z). Skooid fallritin. "

ATH ) Flest foll eru hvorki jafnsteed né oddsteed. Skodid t.d. f(z) = e, f(x) = Inz
og f(z) = 2? — x + 2. Pad er nakveemlega eitt fall sem er baedi jafnsteett og
oddsteett, nefnilega f(x) = 0. Petta sést af pvi ad f(z) = f(—=z) pvi [ er jafnsteaett
og f(z) = —f(—xz) pvi f er oddstaett. Par med er f(z) = — f(x) eda 2f(z) = 0.

2.4.2 Samsett foll
Skilgreining 2.4.5 Latum f: A — Bogg: C — D vera foll. Ef f(A) C C getum

vio skilgreint samskeytta fallid g o f, sem er ba fall skilgreint fra A inn i D, med
forskriftinni x — g(f(x)) b.e.

gof:A— D, go f(z)=g(f(x)).

Skilgreining 2.4.6 Latum f og g vera raungild foll med formengi Dom(f), Dom(g) C R.
Vid getum pa skilgreint follin:
(1)

f+g:Dom(f)NDom(g) — R, (f+g)(x)=f(z)+g(z).
(2)
fg: Dom(f) N Dom(g) — R, (fg)(z) = f(z)g(x).

3
fl'Dm x € Dom r)=0} —R - (z) =
g om(g) \ { om(g) | g(x) } : ()()

Med pvi ad nota (2) og (3) faest
(4)

- Dom(s) nDom(y)\ {+ & Dom(y) | o(a) =0} — & (L) (0= 28

Med bvi ad lata f vera fastafall, f : R — R, f(z) = ¢, bar sem ¢ € R er fasti,
feest



2.4 Foll og fallrit 65

(5)
cg : Dom(g) — R, (cg)(x) = cg(x).

Sér i lagi, med ¢ = —1 og (1), feest
(6)

f—g:Dom(f)NDom(g) — R, (f—g)(z)=f(z)—g(z)
m Daemi 2.24 Med follunum f : [0, 400 — R, f(z) = vz og ¢:R — R, g(x) = 2*
er haegt ad smioa fleiri f6ll, t.d.:

f+g:00,400[ — R, (f +9)(x) = V& +2?,

fg:[0,+00] — R, (fg)(z) = Va-a?=a3,
; R\ {0} — R, ;(a;):x

g . 00 g :L'%
7 110 Foel (f)

27

f
fog: R—HR, (fog)(z) = Va2 =z,
gof:[0,+00[ — R, (go f)(z) = (V) ==

m Daemi 2.25 Gerum rad fyrir ad f(z) sé jafnsteett fall, og ad skilgreiningarmengi f sé

Dom(f) =[—a,a], pbar sem a er einhver jakvaed rauntala. P4 er z — z f(z) oddsteett
fall.
mLausn Setjum g(z) = xf(x). Vid sjaum utfra formilu g ad Dy = Dy = [—a,a], og par

sem f(—xz) = f(z), Vo € [—a,a], paer
g(—z) = —zf(-z) = —af(z) = —g(z), Ve e[-a,a]
Petta pyodir, samkveemt skilgreiningu, ad ¢ er oddstaett fall.

Afingar 2.4

1—=x

1+
(i) Finnid skilgreiningarmengi breidbogans

Afing 2.4.1 Litum 4 breidbogann y =

1 —
(i1) Synio ad z = 7 g og akvaroid myndmengi breidbogans.

Breidboginn i Daemi 2.12 hefur merkilegan eiginleika sem vid skodum betur sidar
pegar vid tolum um andhverfur falla; nefnilega hefur hann og andhverfa hans somu
formulu. "
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Afing 2.4.2 Hverjir eftirtalinna ferla (ferill = graf) &4 myndinni eru grof falla

T(k)

(i) jafnstaedu falli (e. even function). (i1) oddstaedu falli (e. odd function).

Afing 2.4.4 Eftirfarandi foll eru annad hvort oddstaed eda jafnstad. Synid pad med
reikningum, (Notio skilgreiningarnar)
(l)f[_171]_>R7 f(.f[)):vl—sz,
i f:R\{0} — R, f(z)=
Gii) f:[2,2] — R, f(z) =%, barsemk € N.

SN

b

Afing 2.4.5 Hver eftirtalinna falla eru oddstaed (e. odd), hver eru jafnsteed (e. even),
hver eru hvorki oddstaed né jafnstad?

(1) 2?2 +1 (i) —= (iii) 1 — a3 @iv) |1 —z]
x? +

6
| Afing 2.4.3 Skrifio upp skilgreiningu a

Afing 2.4.6 Synid ad ef = — f(z) er oddsteett fall ba er x — xf(x) + ¢, bar sem c er
fasti, jafnsteett fall. "
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Nullstoovar falls f mynda mengi sem kallast
Kkjarni (e. kernel) fallsins f. Sinusfallio sin x hefur
t.d. nallstéovar i punktunum z = —7, 2 = 0,2 = 7,
og almennar 1 6llum punktum af gerdinni z =7 - k
par sem k € Z. Kjarni sinuss er pvi mengio
ker(sin) = {x € R | sinz = 0} eda einfaldar
ker (sin) = {kn | k € Z}

Umbhverfa sinusfallsins kallast késekant;

1

sinz’

csc(x) =

Formengid er Dom(csc) = R\ {k7 | k € Z}.
Skodid Skilgreiningu 2.4.6 (3) d bls. 64

Afing 2.4.7 Fallio sekant er gefio med formulunni sec(z) = . Finniod skilgrein-

cos T
ingarmengi Dom(sec) sekant-fallsins og teiknid graf bess. m

Afing 2.4.8 Hér skodum vio formengi falla.

(i) Finnid formengi gefinna falla skv. formengishefdinni.

(i1) Notid plot skipunina i MATLABtil ad draga upp ferla fallanna og notid
subplot til ad hafa 4 ferla & hverri mynd eins og i Deemi 2.20.
Til ad lata MATLAB prenta myndirnar a eitthvert skjal er haegt ad nota PU-
BLISH (i handradadum (Menu) & milli EDITOR og VIEW) og velja utprentunina
at.d. Wword skjal eda 4 pdf skra. Einnig getio pid skrifad nedst i keyrsluskrana
ykkar

print -depsc heiti.eps

[sja bls. 62, nedsta linan]. Ef pbio hafio ekki eps-prentara pa maetti profa

print -djpegl00 heiti. jpg

eda taka skjamynd ef um allt prytur.
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(1) (vii)
a(z) =1 g(x) = %
(i) (viii)
b(z) =sinz (sin(x)) h(z) = || (abs (x))
(1ii) (i%)
| c(z) =cosz i(2) = ¢ (exp (x))
v ®
d(x) = cos(2z) (cos (2+x)) jl@)=1+vVa -4
v) (xi)
e(x): .1 (1./sin(x)) k(m):xl/?’ (nthroot (x, 3))
sin B
(vi) (xii) -
f(z) =V (sqgrt (x)) l(x):x—l

Afing 2.4.9 Sko0id nu skilgreiningar 2.4.5 og 2.4.6 um samskeytt foll og samsett
foll. Hér setlum vid ad skooda ad gaeta parf ad formengjum pegar smida a eitt fall ur
tveimur f6llum. ¢ Litum & follin f(z) = -2 — 1 og g(z) = vz — 1.
(i) Teiknid upp I'(f) og I'(g) (ferla fallanna f og ¢) i einni mynd i forritinu
GeoGebra:
f(x) = sqgrt(-x-1), g(x) = sqrt(x-1)
(ii) Slaid inn f(z)+g(x) 1 GeoGebra: Pad 4 ad verandég a slai input : £ (x) +g (x)
ef buiid er ad skilgreina f og g: Sannreyniod ad I'(f + g) hefur engan feril.
(iii) Akvardid Dom(f) og Dom(g) og sannreynid ad pessi mengi eru sundurlaeg, b.e.
Dom( f) N Dom(g) = 0.
(iv) Notid Skilgreiningu 2.4.6 (1) til ad alykta ad Dom(f + g) = 0. (Pad er pvi litid
vit 1 a0 skilgreina fallid f + g.)
(v) Notio Skilgreiningu 2.4.5. Skilgreina ma fall go f : A — R. Finnio formulu
fallsins og mengid A. GeoGebra: N6g er ad sld inn g (f (x)) 1 input ef
biiid er ad skilgreina f og g:
(vi) Afhverju er litid vit 1 ad skilgreina raungilt fall med formilunni

hz) = fg(z)) =V -ve-1-1

“Vid viljum a0 formengi samsetts falls sé rauntalnabil eda sammengi bila og bad sé raungilt fall,
b.e. fallgildi samsetta fallsins sé rauntala.
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Afing 2.4.10 Fyllio 1 eydurnar

f(x) g@) | foy(x)]
(2) z? z+1
(44) z+4 75
(i) N |z|
(iv) z1/3 2z +3
OREICESVE, z
(vi) x—1 1/z?

/fing 2.4.11 1 pessari sefingu @tlum vid ad kynnast gélffallinu f loor(x) og loftfallinu

ceil(z) . Notid Geogebra.

(1) @) floor(4.2)
(1) ceil (4.2)

(2) (@) floor (x)
(i1) ceil (x)

3) (1) floor (x"2)
(i1) ceil (sin(x))

(iil) 4.2 - floor(4.2)
(iv) 4.2 - ceil (4.2)

(i) x - floor (x)
(iv) x - ceil (x)

(i) x- ceil (sin(x))
(iv) ceil (x—floor (x))
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Hornafoll

Litum a mynd af rétthyrndum prihyrningi til upprifjunar. Ef vid tadknum lengdir
skammhlidar hans med = og y pa er /22 + y2 lengd langhlidarinnar sem veit 4 méti
rétta horninu. Hornid 6 sem vid sjaum a myndinni veit ad hlidinni med lengd z og
veit d mati hlidinni med lengd y. Vid segjum pa ad midad vio 6 er hlidin med lengd =
adleg skammhlid og ad hlidin med lengd y sé mdétlieg skammhlid. Prihyrningurinn er
rétthyrndur svo ad 0 < 0 < 7.

Hornaf6llin sinus og késinus eru hluf6llin

. Yy
S n@ = —F—
' Va2 +y?
X
cosf = W langhlu’j 72 + y2 métlwg skammhlid Yy

0 []
Adlzeg skammhlio x

I steerdfreedigreiningu viljum vid skilgreina hornaféllin fyrir 611 § € R. Skilgreining
hornafallanna sin (sinus), cos (késinus) og tan (tangens) a&tti ad vera vel pekkt. Ef ekki
parf ad rifja paer upp. Su venja er rikjandi i steerofraedigreiningu ad meela horn i boga-
malseiningum (e. radian) en i flatarmyndafraedi eru gradur oft notadar. Ef annad
er ekki sérstaklega tekid fram, pa malum vio horn i bogaméalseiningum. Sambandid er
1
einfalt 1 [bogamalseining] = 180 [gradur] og ba 1 [graodal = % [bogamalseiningar].
m
ummal hrings

Vid minnum 4 ad 7 = _ - .
pvermal hrings

Gradur 0 30 45 60 90 120 135 150 180
bogam.ein.f || 0 & § % 5 %’T %Tﬂ ‘%’T T
. 1 2 3 3 2
sin 6 0 35 % % 1 % % % 0
cos 6 1 @ @ 3 0 -1 - @ — § 1
tan ¢ 0 ¥ 1 /3 oskilgreint —v3 -1 —¥2 0
Regla 2.5.1 Fyrir oll ¢ € R gildir:
sin(—t) = —sint (2.16)
cos(—t) = cost (2.17)
int
tant = oo (2.18)
cost
tan(—t) = —tant (2.19)

Jofnur (2.16) og (2.17) lysa pvi a0 sinus er oddstaett fall og késinus er jafnsteett fall.
Af jofnu 2.19 sést a0 tangens er oddstaett fall. Til ad fa fleiri gildi fyrir késinus og
sinus og til ad audvelda okkur ad muna formualurnar i framhaldinu faum vid mynd
af stadsetningu (cost,sint) fyrir nokkur gildi a ¢ € [0, 27| 4 einingarhringnum og med
tilsvarandi gildum 1 gradum [0°, 360°]
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NG R 4 €

Mynd 2.11: punkturinn (cost,sint) er 4 einingarhringnum, ¢ € [0, 27].

Tveer summureglur parf ad muna.

Regla 2.5.2 Fyriroll t,u € R:

cos(t — u) = costcosu + sintsinu (2.20)

sin(t — u) = sint cosu — costsin u. (2.21)

Med pvi a0 setja —u i stadinn fyrir u i pessar formulur og nota jofnur (2.16) og (2.17)

Regla 2.5.3 Fyrir oll t,u € R gildir:

cos(t + u) = costcosu — sintsinu og (2.22)
sin(t 4+ u) = sint cos u + costsin u. (2.23)

Einnig faest ur pessum formulum med pvi ad nota sin(27) = 0 og cos(2w) = 1 ad:

Regla 2.5.4 Késinus og sinus eru lotubundin med lotu 27

cos(t 4 2m) = cost, (2.24)
sin(t + 2mw) = sint (2.25)
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Ef vio setjum v = ¢t 1 Reglu 2.5.3 feest

Regla 2.5.5 Formdulur fyrir tvofalt horn

cos 2t = cos® t — sin? t (2.26)
sin 2t = 2sintcost (2.27)
Summa og mismunur jafnanna cos?t + sin?t = 1 og cos’t — sin?t = cos?2t gefa
SVo
Regla 2.5.6
1 2t
cos’t = H% (2.28)
1-— 2t
sin®t = % (2.29)

Ef sinus eda késinus er hlidrad fram eda aftur um halfa lotu 7 (180° & einingarhringn-
um) ba skiptir fallgildid um formerki. Petta sést med pvi ad setja sin(£7) = 0 og
cos(+m) = £1 inn i Reglu 2.5.3.

Regla 2.5.7
cos(t £ m) = — cost (2.30)
sin(t £ 7) = —sint (2.31)

Sinus hlidrad um fjéroung ur lotu (90° a einingarhringnum) gefur késinus og késinus
hlidrad um fjéroung dr lotu er minus sinus. Petta sést enn og aftur ut fra Reglu 2.5.3,
nd med pvi ad setja sin(pi/2) = 1 og cos(w/2) = 0:

Regla 2.5.8
sin(t + 7/2) = cost (2.32)
cos(t + m/2) = —sint (2.33)

Nokkrar mikilvaegar hornafallaformilur fyrir prihyrninga 4 lika ad pekkja:

Regla 2.5.9 — Késinusreglan og regla Pypagérasar. Vid skodum prihyrning meo hlio-
arlengdir a, b og c og horn A, B og C, par sem A er métsteett hlidinni med lengd a, B
motstaett b og C' moétsteett c.

(i) Pa gildir

? =a®>+b>—2abcosC (2.34)
(ii) Ef C = § = 90°, ba gildir
. a b
sin A = - og cos A = . (2.35)

og i pessu sértilfelli einfaldast Késinusreglan i ¢? = a® + b? pvi cos C = 0 og er
nefnd regla Pypagorasar.
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Einnig
v o .. . .
[Flatarmal prihyrningsins] = iab sinC' = acsin B = ibc sin A. (2.36)

Af sidustu formuilunni leidir svo

Regla 2.5.10 — Sinusreglan.

sin A _ sin B _ sin C' (2.37)

a b c

Afingar 2.5

Afing 2.5.1 Notid ad cos? t+sin’t = 1 og ad cos® t—sin® t = cos 2t til ad leida tt formul-
urnar i Reglu 2.5.6 fyrir halfu horni (ba er hugsad sem svo ad ¢t sé helmingun
hornsins 2t). m

Afing 2.5.2 Reiknid eftirfarandi an pess ad nota reiknivél. Breytiod einnig bogalengd-
unum i graour:

1) (iv)
37T COS 2£
COS 4 3

(ii) (v)
o 11w tan 2m
S11n 712 a 3

(111) (vi)
in 1% om
Sin 12 COS 12

Aodfero t.d.

sin(105°) = sin(60°) sin(45°) + cos(60°) sin(45°) = Y2 . Y2 4 1. ¥2 — V62

Afing 2.5.3 Synid eftirfarandi formulur og takio fram fyrir hvaoda ¢t € R peer gilda:

(1) (iii)
cos?t — sin? t = cos(2t) 1—cost ~ sint _ n(f)
sint 1+ cost
(i1) (iv)
Il = t t t —sint
B _ tan?(L) COSETPME _ ec(2t) — tan(2t)

1+cost 2 cost +sint
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Afing 2.5.4 Reiknid flatarmal prihyrningsins A ABC med hornpunkta A = (0,0), B =
(17 4)7 C= (_1v _3)

Afing 2.5.5 Erastospenes stend-
ur hatt i hlidum McKinley
flalls i Alaska med kompas
upp a4 arminn og tommustokk
i vasanum. Premur milum
ofan sjavarmals vegur hann
salt a ystu nos begar hann
leitar uppi horn /H AB bannig
a0 ZOAB = 90°. Hann meelir
/HAB = 2.23°. Jordin er
sporvala, en hann gerir ba
nalgun ad jordin sé fullkomlega
kilulaga. Tommustokkurinn
kemur a0 litlum notum; hjalpio
honum vid a0 reikna 1ut r, geisla
jardarinnar [{ milum].

[Medalgeisli jardar er um
3956.6 milur.] m
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3.1

Markgildi

Medalvaxtarhradi (e. average rate of change)

e T

"f; v

Hugsum okkur ad vid séum i ferdalagi sem tekur 7 klukkustundir. Vid skraum hja
okkur vegalengdina sem vid héfum lagt ad baki a klukkustundarfresti. Vegalengdin s
sem vio forum er fall af tima ¢ pannig a0 ef vio leggjum af stad pegar timinn er ¢ty = 0

baer

s(t) = heildarvegalengd a0 baki a timanum ¢,

6.0

5.0

4.0

3.0

2.0

0<t<T.

Mynd 3.1: Vegalengdar-tima graf

kn = 0.62

1

As =s7— 589 = 3.1

At=t;—ts =5
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Vid setjum meaelingarnar upp 1 téflu

|t [[O] 1 [ 2|3 [4]|5]6]7]
| s(t)man [[ 0] 1.3 1.8[2.0]2.5[3.0]3.6]4.9]

Medalhraoi & timabilinu ¢ € [t,, t,,] er

As  5(ty) — s(tn).

= _ 1
At tm — tn 3.1

v =

Vid getum pvi reiknad medalhrada v 4 ymsum timabilum. Til deemis er medalhradinn
4 timabilinu ¢ € [2,7]

_ As  s(7)—s(2) 49-18 31
YT AL 7—2 5 5~ 0.62km/klst

Vid pbekkjum svona verkefni vel; eftir pvi sem timamelingarnar eru péttari pa getum
vid fengid & nakvaemari upplysingar um ferdalagio. Okkur langar lika a0 vita hvernig
vi0 reiknum hradann 4 tilteknu augnabliki, augnablikshradann (e. instantaneous
velocity) en til pess af fa gott mat 4 hann hef6i purft ad mala timann mun tidar og
nakvaemar. Hver var t.d. hradinn 4 augnablikinu ¢t = 2 ? Vid leerum um markgildi.

Héodan i fra eru 6ll 61l raungild og formengi peirra er eitthvert hlutmengi i R nema ad
annao sé tekio fram.
Skilgreining 3.1.1 — 6formleg. Ef f(z) er skilgreint fyrir 61l = nalaegt punkti a, nema
hugsanlega i punktinum a, og ef f(z) tekur gildi eins nalaegt L og hugsast getur
med pvi ad taka x négu nalaegt a, en ekki jafnt og a, pa segjum ao fallid f stefni a
markgildid L begar z stefnir 4 a, og skrifum

%ig}lf(x):L eda f(r) — L begar x — a.

22z +1
m Deemi 3.1 Litum & reeda fallid f(z) = % Formengi bess er Dom(f) =
R\ {-1,1}, m.6.0. er f skilgreint fyrir allar rauntolur nema —1 og 1. Petta pydir med
enn 60rum ordum ad f(x) er ekki skilgreint ef x = —1 og ekki ef z = 1. Byrjum & pvi

ad spyrja: Stefnir f(x) a einhverja tolu L begar = stefnir 4 1 ?

mLausn Til ad svara pessari spurningu finnum vid minnkandi runu af tolum (zg, z1, 2, . . .

sem nalgast téluna 1 og reiknum fallgildi f i sérhverju staki rununnar og skodum
a hvaoda tolu fallgildio nalgast fyrir stér n eda 6llu heldur, hvort runa fallgildanna
nalgist yfirleitt einhverja dkveona tolu.

o 1 , . .
Runan sem hefur almenna lidinn z;, = 1 + —, pbar sem k er ntimer lidar, er heppileg.

Peim mun steerri £ € N peim mun neer feerist 2 ad 1 ofan fra. Reiknum i MATLAB it
fallgildi 100000 lida, en latum naegja ad skra i gildistoflu 1idi med ndamer 1,10, 100,
1000, 10000 og 100000.

m Keyrsluskra 4
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clc
format long
n = 100000;
x = zeros(l,n);
f = zeros(l,n);
for k=1:n
x(k)=1 + 1./k;
f(k) =(x(k).”"2 + 2*x(k) +1)./(x(k).”2-1);
end
X = [x(1) x(10) x(100) x(1000) x(n)]l;
F = [f(1) £(10) £(100) £(1000) f(n)];
matrix = [X; F]

z|2[1.1]1.011.001 | 1.00001 |
f(x) [ 3] 21 ] 201 | 2001 | 200001 |

OKkkur virdist f(z) vaxa yfir 61l mork, p.e. f(z) — +o0o, begar x stefnir a 2 ad ofan
(fra heegri). Vio segjum pa ad f hafi ekki markgildii 1 fra heegri.

Vid skodum lika vaxandi runu sem stefnir 4 1 en tekur ekki gildid 1. Runan
xp=1-— %, k € N er heppileg; skrifum 1t 1 gildistoflu, 1i0i med s6mu nimer og ddan:

z| 009099 | 0.999 | 0.99999 |
flx) | —1]-19 ] =199 | —1999 | —199999 |

Vio alyktum ad f(z) — —oc pegar x stefnir 4 z fra vinstri.
Markgildi er pvi ekki til pegar x stefnir a 1.

Hvad um —1? Forum eins ad og ad ofan nema ad nd héfum vid runur med almennu
1 1
lidina t = -1+ 08 ty =—1-— o
Runan (), er smidud pannig ad hun stefnir a4 —1 frd heegri (ad ofan). Faum gildistéflu
k 1 10 100 1000 100000

t;’ 0 -0.9 —-0.99 —0.999 —0.99999
f(t;) —1 | —0.0526316 | —0.00502513 | —0.00050025 | —0.0000050

og ur seinni rununni, sem stefnir 4 —1 fra vinstri (ad nedan), faest

k 1 10 100 1000 100000
7% -2 -1.1 —1.01 —1.001 —1.00001
f(t;) | 0.333333 | 0.047619 | 0.00497512 | 0.00049975 | 0.0000049

Vio alyktum bvi ad f(z) — 0 begar + — —1, en fallgildid f(—1) er eftir sem adur
ekki skilgreint.

Fallrit f er breidbogi meo 1606fellu i 2 = 1 en ferillinn er rofinn i x = —1. Petta sést ut
fra
?+2r+1  (z+1)?2  z+1
2-1  (z—-1Dx+1) =x-1
svo a0 einfalda ma formuluna fyrir fallid sem
2412z +1 1
fa) =" a A la Al f@) = et La A



80 Kafli 3. Markgildi og samfelldni

Athugid vel ad p6 ad patturinn (x + 1) styttist at, pa var f ekki skilgreint i x = —1 og
formengid breytist ekki p6 ad heegt sé ad skrifa fallid upp 4 annan eda einfaldari hatt.

Afingar 3.1

Afing 3.1.1 Fallid s(t) = t* gefur stadsetningu agnar 4 z-4snum sem fall af tima t.
Reiknid meodalhrada agnarinnar yfir timabilid [¢o, ¢y + h] bad sem t; og h > 0 eru
fastar. Hvernig myndud pid reikna augnablikshrada agnarinnar vid timann ¢, = 37
Hvar er 6gnin stédd 4 pessum timapunkti? m

Afing 3.1.2
z? -1
-1
(ii) Notid MATLAB{ pessum 1id: Buid til talnarunur (z;) = (1.1, 1.01, ...) og

(i) Finnio formengi fallsins f(x) =

2
. . . iy . -1
(x) = (0.9, 0.99, ...) eda eins og Dzemi (3.1) til ad sja ad hrn1 ’ T 2.
z—1 T —
s 2% — : : 2 -1
(iii) Pattiod teljarann i staedunni o styttid og synid svo ad lim1 o 2.
— T— —

3.2 Markgildisreglur
Setjum nu fram skilgreiningu 4 markgildi fra haegri og markgildi fra vinstri.
Skilgreining 3.2.1 Latum f vera fall og a € R.

Markgildi fra vinstri: Ef formengi f inniheldur opid bil vinstra megin vio a (p.e.
til er rauntala b < a b.a. f er skilgreint fyrir 61l = €]b,a]) og til er L € R b.a. vid
getum tryggt ad |f(x) — L| verdi eins litid og vid viljum med bvi ad taka = < a négu
nalegt a (b.e. |z — a| # 0 1itid), ba segjum vid ad f(x) hafi markgildid L pegar =
stefnir a a fra vinstri og vid ritum

lim f(z)= L.

r—a—

eda
f(x) — L begar x — a—

Markgildi fra heegri: Ef formengi f inniheldur opid bil heegra megin vio a (p.e.
til er rauntala b > a b.a. f er skilgreint fyrir 61l x €)a,b]) og til er L € R p.a. vid
getum tryggt ad | f(z) — L| verdi eins 1itid og vid viljum med pvi ad taka = > a négu
nalegt a (b.e. |z — a| # 0 1itid), ba segjum vid ad f(x) hafi markgildid L pegar =
stefnir & a fra haegri og vio ritum

lim f(z)=1L

T—a+
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eda

f(z) — L Dbegar z — a+

Markgildi falls fra vinstri i einhverjum punkti a € R parf ekki ad vera pad sama og
markgildi fallsins fra haegrii a.

m Deemi 3.2 Skodum markgildi fallsins f(z) fra heegri og vinstri i punktinum a

-1, efz<a,
fR—R, f(x):=10, efr = a,
1, efz > a.

Petta fall hefur ekki sama markgildi i a fra heegri og i a fra vinstri;

lim f(zx)=-1 og lim f(x)=1.

r—a— r—a+

Fall parf hvorki ad hafa markgildi fra haegri né vinstri i einhverjum tilteknum punkti.

m Dcemi 3.3 Skodum markgildi fallsins f fra haegri og vinstri i punktinum 0.

0, efx=1/k fyrir eitthvert k € Z,

1, annars.

f:R— R, f(m):{

Petta fall hefur hvorki markgildi fra haegri né vinstri i nalli. Athugio sérstaklega ad
bad ad til séu x nalaegt ndlli b.a. |f(x) — 0] = 0 tryggir ekki ad f(x) hafi markgildio 0 1
nilli. Pad eru nefnilega lika til = ndlaegt nulli b.a. |f(z) — 1| = 0. "

m Deemi 3.4 Skodum markgildi fallsins f(z) = v/2 — = begar = nalgast 2 fra heegri og
vinstri.

Iim vV2—2=0

r—2—

en markgildid
lim v2—=x

T—24
er ekKi til, pvi fallio er ekki skilgreint haegra megin vio 2, formengid inniheldur sem
sagt ekki opid bil |2, o[ bar sem a > 2. Fallid getur pvi ekki haft markgildi fra haegri
samkveemt Skilgreiningu 3.2.1. "
T6kum pessar skilgreiningar og athuganir saman i mikilvaega reglu og skilgreiningu
um leid.

Regla 3.2.1 — a. Latum f vera raungilt fall og a € R.

Ef f(z) hefur markgildid L pegar z stefnir 4 a fra vinstri og f(z) stefnir a L begar x
stefnir 4 a fra haegri, ba segjum vid ad f(z) hafi markgildio L pegar x stefnir a a og
ritum

lim f(z) =L

r—a

og segjum ao fallid f hafi markgildiod L 1 a.
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Regluna hér a4 undan ma lika setja fram svo:

Regla3.2.2—b. Ef lim f(z)=L = £m+ f(z) baer lim f(z) = L.

T—a—

ATH ) Pad ad fallid f hafi markgildid L i a pydir ekki ad f(a) = L.Fallid f barf ekki
einu sinni ad vera skilgreint i a og p6 ad f sé skilgreint i a pa parf ekki ad gilda
fla) = L.

Til pess ad f(z) hafi markgildid L pegar x stefnir 4 a parf fernt ad koma til:
(1) Formengi f inniheldur opid bil vinstra megin vid ¢ og opid bil haegra megin vio a
(b.e. tilerub,ce Rp.a.b < a < coglb,af og|a,c|] eru hlutmengi 1 formengi f.)
(ii) f(«) hefur markgildi pegar z stefnir a a fra vinstri.
(iii) f(z) hefur markgildi begar = stefnir a a fra haegri.
(iv) Markgildi f(z) begar = stefnir & a fra vinstri parf ad vera sama rauntalan og
markgildi f(z) begar x stefnir 4 a fra heaegri.

-1, efz <a,
m Deemi 3.5 Skodum aftur f: R — R, f(z):=4¢0, efr =a,
1, efz > a.

Eins og vido hofum séo er

lim f(x)=-1 og lim f(x)=1.

T—a— r—a+

Af bvi a0 markgildid fra heegri er ekki sama rauntalan og markgildio fra vinstri, pa
hefur fallid f ekki markgildi i a.

|

1, efx+#a,

0, efr=a

Hér er g(a) = 0 en hefur g markgildid 1 1 a, af pvi ad 1_i>m_g(x) =1= lim g(x).

T—a+

s Deemi 3.6 Skodum nud fallio g : R — R, g¢g(z) := {

m Daemi 3.7 Skodum fallid f : R — R, f(x) = z. P4 er fyrir sérhvert a € R

lim f(z) = a.

Til pess ad sanna petta purfum vio formlega skilgreiningu 4 markgildi, en madur sér
samt a0 f(x) = z er a.m.k. jafn nalaegt a og = er nalaegt a. "

mDemi 3.8 Annad demier f: R — R, f(z) = ¢, pbar sem ¢ € R er fasti. Paer

lim f(z) = c
fyrir hvada a € R sem er. "

Formleg skilgreining 4 markgildi geeti virst frekar flokin vio fyrstu syn, svo til ad
skilja hana betur skulum vio fyrst lita 4 deemi.

m Deemi 3.9 Vid faum pad verkefni ad fjoldaframleida hringlaga hurdir fyrir banka-
hvelfingar. Flatarmal hurdanna a ad vera

F =5m?.
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I gaedastadli segir ad skekkja i flatarmali sé minni en
e =0.2m>

Vio purfum pa ad stilla skurdinn, og reiknum ut med 15 aukastéfum aod geislinn
(radiusinn) purfi ad vera r, = 1.236077446474207 m. S6gin 4 ad geta skorid med na-
kveemni upp 4 1/10 ar pm (mikrémetra) og vid stillum skurdinn a r, = 1.2360774 m.
Engin vél er harnakvaem og vio purfum audvitad ad maela pvermal hverrar hurodar
pegar buid er ad skera og athuga hvort gaedastéolum sé fullnaegt. Vid deilum svo
einfaldlega med 2 1 pa melingu til ad reikna ut geislann. Vid viljum pvi vita hversu
langt fra r, = 1.2360774 m geisli hurdéanna » ma i mesta lagi vikja til ad vera innan til-
skilinnar nakvaemni i flatarmali hurdanna. Hamarksskekkju 1 geislanum (radiusnum)
kollum vio 0. Reiknid 6.

m Lausn Hér er ¢ = 0.2 m? gefid. Sleppum einingum 1 millireikningum; vid viljum ad
|mr? — 5] < 0.2

jafngilt er
5-02<mr?<5+0.2

Deilum i alla lidi med 7 og drogum raetur, og spérum ekki aukastafi 1 millireikningum.
Vio faum

1.236077446474207 = 4/ 478 <r< 1/5—: = 1.286550196516137

Notum nuna tutreiknad r, med 6llum 15 aukastéfum og drogum fra hverjum 1i6 i
kedjudjofnunni:

—0.025488814535874 < r — 1y < 0.024983935506057

Veljum § sem pa t6éluna i kedjudjofnunni sem er minni ad tolugildi og feekkum auka-
stofum enda gagnslaust a0 taka fleiri aukastafi en 7. Til 6ryggis namundum vio ekki
upp, og tokum

0 = 0.0249839 m = 249 883.9 pum.

Pa vitum vid ao flatarmal skifunnar verdur innan gefinna skekkjumarka ef

Ir — ry| < 0.0249839 m

Hugsum okkur svo ad i naestu framleioslu pyrftum vid ad vinna med enn minna e.
Ztli vid geetum stillt vélarnar fyrir § pannig framleidoslan uppfylli gaedastaola?

Formleg skilgreining @ markgildi
Skilgreining 3.2.2 Latum f vera raungilt fall b.a. |a,b[ C Dom(f) og |b, c[ C Dom(f),
par sem a < b < ¢. Vio segjum ad f hafi markgildio L € R1ib pa og pvi adeins ad
eftirfarandi fullyrding sé soénn:

Fyrir sérhvert ¢ > 0 er til § > 0 (yfirleitt hao ¢) pb.a. af 0 < |z —b] < §
leioir |f(z) — L| < e.
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Til pess a0 syna a0 f hafi markgildid L i b parf madur sem sagt ad geta gefio einhvers-
konar formulu fyrir 6 > 0 sem falli af ¢ > 0.

m Daeemi 3.10 Latum f(x) = z og b € R. Pa getum vio fyrir sérhvert ¢ > 0 valid § = ¢ til
pess ad syna ad lin}) f(z)=0. "
—

m Deemi 3.11 Latum f(z) = 22 og b € R. P4 getum vid fyrir sérhvert ¢ > 0 valid
d =min{l,e/(1+ 2/b|)}

til pess ad syna ao lin}) f(z) = b*. Nefnilega, ef ¢ > 0 er gefid, b4 leidir af
T—

|z —b] < d < (3.2)

_<
= 20+ 1

ad (pvi af |z — b| < 1 leidir ad |z| < |b| + 1)

@ = ?| = |z = b] - |& + b < |2 —b] - (Ja] + [B]) < 2l +1) = e.

€
20b] + 1

]
Af pessum einfoldu deemum eetti ad vera ljost ad pad er ekki mjog pjalt ad vinna
beint med skilgreininguna a markgildi. I praxis kemur madur sér upp vopnaburi

af nokkrum mikilveegum markgildum og notar svo reglur sem tryggja okkur tilvist
markgilda falla sem sett eru saman tur f6llunum i vopnaburinu.

Regla 3.2.3 — Markgildisreglur. Latum f og g vera foll og a € R b.a. lim,_,, f(z) = L
og lim,_,, g(x) = M. Pa gildir
(1)
lim|[f(z) + g(x)] = L+ M.

(1)

lim f(xz)g(z) = LM.

r—a

(1i1) EfM;é()béer%ilgg(lx)zﬂl/[.

(iv) Ef f(z) < g(x) fyrir 6ll x € b, a[ og 6ll = €]a,c[, par sem b < a < ¢, pa er L < M.

Pessa reglu ma rokstydja a eftirfarandi hatt:
Gefid er ad |f(z) — L| og |g(z) — M| verda eins litil og vid viljum ef vid tokum = # a
négu nalaegt a.

(1)
|f(x) +g(z) — (L+ M)| < |f(z) — L| +|g(x) — M].
(i1)
|f(2)-g(x)—LM| = |f(2)-g(x)—Lg(x)+Lg(x)—LM| = |g(z)||f (x)—L|+|L||g(z)— M|
og af bvi g(z) — M pegar x — a er |g(x)| < 2| M| fyrir 2 négu naleegt a, svo

lg(@)||f(x) — L] + |Lllg(x) — M| < 2[M||f(z) — L| + [L||g(x) — M].
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(iii)
’1_1:M”—ﬂ@|
g(z) M| |g(x)||M]
og af pvi g(z) — M begar x — a er |g(z)| > |M|/2 fyrir z négu nalegt a, svo
[M — g(z)|
lg(x) || M|

(iv) Reynid sjalf ad gefa skyringu eins og hér ad ofan.
Afleiding af setningu 3.2.3 er

2
< M — .

Regla 3.2.4 —b. Ef ¢ € R er fasti, pa er %ll)T(llC -g(x) =cM (med f: R — R, f(z) = o),

- B . i T@ _ L
og bé lim(f(z) - g(e)] = L — M. Einnig, of M # 0, lim "5 = 7.

Onnur mikilveeg regla um markgildi er:

Regla 3.2.5 — c. Latum f og g vera f6ll og a € R p.a. hl)n f(z) =L og hni g(x) =M,
Tr—a ap—;

pa er

lim(go f)(z) = M.

Tr—a

Munum a8: (g0 f)(z) := g(f(x))

Reglur 3.2.3, 3.2.4(b) og 3.2.5(c) pyda ad med pvi ad pbekkja markgildi nokkurra falla,
pekkjum vido um leid markgildi miklu fleiri falla. T.d. at fra %13}1 T = aog ;g% c = cfeest:

Regla 3.2.6 Ef P: R — Rog @ : R — R eru marglidur, pa gildir

lim P(z) = P(a)

r—a

ogefQ(a) #0pa
P(z) _ P(a)

=0 Q(z)  Qa)’

Stundum getum vid fundid markgildio i punkti a utfra fallgildi fallsins i a. Oft purfum
vid p6 ad einfalda jofnuna fyrst.
2

s Daemi 3.12 Finnum lim
z——-1 x4+

ekki leyst. En ef vid pattum og styttum faum vio

21 —1 1
im ~ :hmw:hm(x—l):—Q
z——1 x+1 z——1 r+1 z——1

T Ef vid setjum —1 inn hér, faum vid [8] sem vid getum

Sja betur sidar: I tilfellum par sem vid faum [2] (eda [2]) er lika heegt ad nota reglu
I’'Hopital, par sem vid deildum teljarann og nefnarann, sem sagt
2 -1 ) %(aﬁz -1) 2

lim = lim = lim — = -2.
z——1 x+1 z——1 %("r—f—l) z——1 1
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3.2.1 Klemmureglan

Regla 3.2.7 — Klemmureglan (The squeeze Theorem). Latum a,b,c € R vera p.a. b <
a < c og latum f,g,h vera foll, pannig ad bilin |b, a| og |a,c[ (b.e |b,c[\{a}) eru i
formengi peirra allra og

f(x) < g(z) < h(x) fyriroll z €]b,c[\{a}.
Pa gildir, ef

lim f(z) = lim h(x) = L,

r—a Tr—a
pa er
lim g(z) = L.

m Daemi 3.13 Skodum markgildi fallsins g(z) i x = 0, ef
Vb =222 < g(x) < V5 — a2 fyrir — 1<z <1.

N, vegna pess ad v/5 — 222 < g(z) < /5 — 22 fyrir -1 < 2 < 1 og
lim V5 — 272 = lim V5 — 22 = /5,

pa héfum vido samkveemt Klemmureglunni ad

lim g(z) = V5.

z—0

Afingar 3.2

Afing 3.2.1 Reiknid eftirfarandi markgildi eda synid ad pau séu ekki til:

@) (iv)

-2 2 _ —
lim x lim V1+zx V1—z
22— |z — 2| z—0+ x2
(ii) )
-2 2 _ —
im L lim Vi+tz V1—=z
=2+ |z — 2| 0 e
(111) (vi)
T —2 . V1+22— /122
T lim

acl—>rn2 ’.r — 2’ z—0 1‘2
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Afing 3.2.2
(i) Pd framleidir gler i glugga og faerd pontun upp a pusund (rétthyrndar) raour.
Hver rida skal vera ad flatarmali 2.25 m? og malin eru gefin 1.5m x 1.5m.
Kaupandinn gefur ekkert um skekkjumork i hlidarlengdum, en skekkja 1 flat-
armali ridanna m4 ekki vera meiri en ¢ = 0.1 m?. Nakvaemni { skurdi ridanna
er upp a4 millimetra. Finnid hamarks leyfilega skekkju § fyrir hlidarlengdir
rudanna.
(i1) Berid saman ykkar ¢§ ur (a)-1id vid ¢jofnu (3.2) i Daemi 3.11.

Munid ad 2! =1-20g4!=1-2-3-4=24.
(i) MATLAB: Teiknid mynd af follunum f(x), p2(z) og ps inn & somu mynd (notid
hold on).
(i1) Takid eftir ad 6jafnan

p2(z) < cosz < py(x) (3.3)

gildir fyrir 6ll x & einhverju bili um nudll. Latum nd sem svo ad vid vitum
ekki ad lim cosz = 1. Notid ¢j6fnu (3.3) og Klemmureglu til ad syna ao

x—0

lim cosx = 1.
x—0

Afing 3.2.4

(i) Finnio formengi fallsins sin 1
X

(i) MATLAB : Teiknid feril fallsins f(z) = zsin = og takid z—in 4 bili samhverft
x
um null, préfio t.d.

x = linspace (-0.25,0.25, 1000); f = x.*sin(l./x); plot(x,f)
Utskyrid af hverju fallid sveiflast svona hratt nalegt = = 0, og giskid svo 4

z—0
(iii)) En agiskun dugar skammt. Vio vitum ad myndmengi sinus fallsins er [—1, 1],

svo ad —1 <sin(1/x) < 1eda 0 < |sin(1/x)| < 1 gildir fyrir 61l = # 0. Marg-
foldum 1 gegnum bessa sidustu 6jofnu med |x| og faum

lim ( zsin ) at fra myndinni.
i

0 < |zsin(1/z)| < |z|.

1
Notid ni Klemmureglu til ad finna lim ’x sin — ’
x—0 X

(iv) Synid almennt ad ef f(x) er fall b.a. lim |f(z)] =0, paer lim f(z)=0
(&bending: —|f(z)| < f(z) < |f(z)])

‘ /fing 3.2.3 Gefin eru follin f(z) = cosz, pa(x) = 1 —22/2! og py(z) = 1—x2/2!+ 2 /4!
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Afing 3.2.5 Reiknio eftirfarandi markgildi eda synid ad pau séu ekki til:

@) (ii)

. r—6 . 2 -1
M — " im ——-
26 \/T + 3 — 3 21 2% — 1

/fing 3.2.6 Fyrir fallid f(z) = 22 finnid markgildid
L S h) = f@)

h—0 h

Hvad segir markgildido um fallid f(x)? "

3.3 Markgildi f(z) pegar z stefnir @ +o0o

Vid hofum dhuga a markgildi f(z), ekki bara pegar z stefnir & einhverja dkvedna
fasta tolu a € R, heldur lika pegar = vex ut yfir 6ll mork, annadhvort 1 jakvaeda eda
neikvaeda stefnu. Petta er oft ordad pannig ad x stefni a plus dendanlegt (x stefni 4
+00) eda ad x stefni 4 minus éendanlegt (x stefni 4 —oo). Oft skrifar madur lika bara
oo fyrir +oo.

Skilgreining 3.3.1 — Markgildi i plis og minus 6endanlegu. Latum f vera fall b.a. til
er a € R b.a. bilid Ja, +oo[ er 1 formengi f. Vid segjum ad f(x) hafi markgildid L € R
begar x stefnir 4 (plis) 6endanlegt ef vid getum tryggt ad |f(x) — L| verdi eins litid
og vid viljum med bvi ad taka négu storar jakvaedar tolur x (p.e. z > 0 og |x| stort)
og vio ritum

lim f(x)=L.

T—+00

eda
f(z) — L begar z — 400

Latum f vera fall b.a. til er a € R b.a. bilid | — oo, a[ er 1 formengi f. Vid segjum
ao f(z) hafi markgildid M € R pegar x stefnir & minus éendanlegt ef vid getum
tryggt ad |f(xz) — M| verdi eins litid og vid viljum med pvi ad taka négu stérar
neikvaeda tolur z (b.e. x < 0 og |x| stort) og vid ritum

lim f(z) = M.

r—r—00
eda
f(x) — M Dbegar x — —©

m Daemi 3.14 N viljum vid kanna 4 hvad fallio f : R — R, f(z) = stefnir

x
V1422

pbegar x — +oo og begar x — —oc.
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Ef vid latum nd i huganum x — +oco inn i fallid, pa héfum vid 6endanlega stora
staerd baedi i nefnara og teljara, og ekki er gott ad atta sig 4 hvad kemur ut ur pvi.
Byrjum & litilli rannsékn 1 MATLAB . Setjum inn i fallid jakvaedar og neikvaeodar tolur
af staerdargradu 10°, og gerum okkur mynd af fallinu.

m Keyrsluskra 5

format long

endap = 1075

x =linspace (-endap, endap)

f = x./sqrt (1+x.72);

lim _minus = f (1) % Stak f(l) er fyrsta stakid i vigrinum f, og gefur ...

fallid okkar med x = -100000
lim_plus = f(end) % Stak f(end) i vigrinum f er fallid okkar med x = 100000
plot (x, )

lim_minusinf =
-0.999999999950000
lim_plusinf =

0.999999999945701

Fallgildin virdast stefna a 1 pegar x stefnir 4 plus 6endanlegt og —1 pegar = stefnir
4 minus 6endanlegt. En petta parf audvitad ad stadfesta med formlegum tutreikningum:

Par sem f hefur fdll i nefnara og teljara, reynir madur ad stytta ut z 1 haesta veldi
og einfalda Hér er 22 1 haestu veldi en pad er undir rét svo ad vio purfum ad vinna
med V2. Munum ad vz? = |z| = x ef z > 0. Einféldum na

flz) =

T xT

Vitz2 \/xz(l/xQ—i—l) f /%

1
\/> ,/1+$2 \/ 12_\/1+$i2'

1
Nu sést a0 lim f(x) = lim
r—400 r—400 1_+ j§
f

og par sem lidurinn :%2 stefnir 4 0 pegar

x — +oo ba er er ekki erfitt ad sja ad f(z) stefnir &4 1 pegar x stefnir 4 plis 6endanlegt,
skrifad

A S =1
Finnum naest markgildi f(z) pegar x — —oc.
Fyrir 2 < 0 getum vid umritad f (nd gildir |z| = V22 = —z)

x z/(—x)
V1+ a2 \/1+ZL‘2/\/> V1t 5

efr <0,

fz) =
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og bad er ekki erfitt a0 sja ad f(x) stefnir 4 —1 begar = stefnir & minus éendanlegt.

Vid segjum einnig ao fallio f hafi laréttar aofellur,

y= lim f(z)=1 og y:IEIPOOf(:U):—l.

T—-+00

v

m Doemi 3.15 Finnid markgildi fallsins f(z) = v/22 + 22 — V22 — 22 begar  — +oo.

m Lausn Ef vid setjum i huganum z = +oco inn 1 fallid f pa faum vid staerd 4 forminu
+00 — (+00), sem getur verid hvad sem er, —oco, +oo og allt par & milli. Vid purfum pvi

. . . [ . —b .
ad umrita fallid: Vid notum samokareglu 4 forminu /a — vb = 470 og faum
va+vb
2 2
+ 2z — (z° — 2x) 4z
Va2 + 2z — Va2 — 2z = * =
Vi + 2z + Va2 =22 Va2 +2r+ Va2 — 2z

Nu forum vid ad eins og i Deemi 3.14 (sannreynid millireikninga) og getum pvi

umritad f a formid f(x) ; og par sem % — 0 pegar x — +o0 ba

T /It 2/z+/1-2/z
feest lim f(x) 1 1

= = :2
z—+00 VI+0+V/1-0 1+1

2 _
= Dcemi 3.16 Gefid er fallid f(z) = *—°.
2z — 4
(i) Finnio adfellur fallsins. (iii)) Metio lim f(x)
.. . . T—r+00
(i) Metid lim f(x) (iv) Metid lim f(x)

m Lausn Vid @tlum ad rannsaka hegdun fallsins f pegar x — 2 og pegar x — +oo.
Athugum fyrst a0 fallid f er svokallad raett fall, sem pyodir ad pad er & forminu
fx) = ggg bar sem P(z) og Q(x) eru marglidur. Par sem teljarinn P(z) = 22 — 3 er
marglida af heerra stigi en nefnarinn Q(z) = 22 —4 pa getum vid beitt marglidudeilingu
til ad einfalda verkefnio:

Marglidudeiling gefur nu a6 lida ma f upp 1 tvo f6ll (sannreynio):

9 linulegt fall g(¢)  afgangslidur r(z)
x x
Fallid f er ekki skilgreint i x = 2 og vid sjaum ad afgangslidurinn, breidboginn
r(x) = 5 1 T hefur 166fellu i + = 2. N1 er einfaldara a6 reikna markgildi pegar
X

x — 2. Vid Burfum a0 rannsaka beeoi tilvikido x — 2— og x — 2+:
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6.0 4
5.0 + T =2
4.0 +
3.0 +

2.0 T

/ 1

1.0 =14 -+

y(;z:)l+§“"//_\ 2z — 4 2 2x—4

—10 897550 1.0 10 \2 0 40 50 6
—1.0 +

—2.0 +

—3.0 +

—4.0 +

Mynd 3.2: Lédréttur mismunur f(z) = (z* — 3)/(2x — 4) og y = x/2 + 1 stefnir 4 null
pegar x stefnir a4 +oo.

(i) Adfellur fallsins f eru tveer: Skafella g(z) = %x + 1 og loofella x = 2.

(i)
2 _
lim (”7 3>_ lim (1+x>+ lim ( 1 )
z—2— \ 20 — 4 r—2— 2 z—2— \ 20 — 4

2
= (1+3) + (-o0) =2+ (~o0) = -,
. 22 -3 , x i 1
:pliglJr <2£C — 4) - xli%lJr <1 + 2) +a:ll>%l+ <2IE — 4)
2
= (1+2) + (+00) =2 + (+00) = 400
Par ed lirg f(z) # 111£1+ f(x), ba er markgildi f(x) éskilgreint pegar = stefnir 2.
T—2— z—
(ii1)
. z? -3 T 1
xgr-&{loo (21‘ — 4) o xgr-il-loo (1 T 2) * xEI—Poo <2x — 4)
= (14 (+)) + (0)=+0c0, og
. z? -3 T 1
zgr_noo <2;(; — 4) - a:gmoo (1 * 2) + z—> 00 <2x — 4)
= (1+(=00)) +(0) =
]

m Keyrsluskra 6

clc, clear all

0g
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% Skilgreinum tdknbreytu (symboliska breytu)

syms x

$ £ =P/Q

P = x"2-3;

Q = 2xx —4;

% quorem er marglidudeiling og skilar fallinu F = P/Q & forminu F = G + R/Q
[G,R] = quorem(P,Q,x);

r = R/Q % r er tdknbreyta

G

f =G+ «r % f er taknbreyta

skrifar ut

r = 1/(2xx — 4)
G = x/2 +1
f = x/2 + 1/(2*x — 4) + 1

Regla3.3.1 Ef lim f(z)=Log lim g(z)= M baer
T——+00 T——+00
1. lim [f(z)+g(x)]=L+M
x—?+oo
B g fleol= it

1
.o dlim ——=—ef M .
3 e glz) M © 70

Samskonar reglur gilda lika ef © — —c¢

m Daemi 3.17 Skooum fallid f : R — R, f(x) = sinz. Na getum vid fundid eins stér
jédkveed = og vid viljum b.a. | f(z) — 1| = 0 bvi sin(27k 4+ 7/2) = 1 fyrir hvada k € Z sem
er. Vid segjum samt ekki ad lim sinxz =1 af pvi ad |f(z) — 1| stefnir ekki & ndll fyrir

T—+00
oll stor x. Til deemis er sin(wk) = 0 fyrir 6ll k € Z, og ef x = 7k ba | f(z) — 1| = 1, fyrir
oll k € Z. n
m Dcemi 3.18 Hvernig eru fallgildi fallsins (Sjdio fyrir ykkur graf fallsins)
1

foRA{0} — R, f(z) =

T a2

begar = # 0 er mjog 1itio? Hefur f(z) markgildi begar z stefnir a 0?

m Lausn f(z) hefur 6rugglega ekki markgildi pegar x stefnir 4 0, pvi til pess ad f(x)
hefoi markgildid L € R pyrftum vid ad geta tryggt ao

1
2 L‘

[f(x) = L| =

yroi eins litid og vid vildum med pvi ad taka = # 0 négu 1itid. En vid getum eitthvad
annad, nefnilega a0 f(x) verdi eins stért og vid viljum med pvi ad taka = # 0 négu litiod.
Madur segir ad f(z) stefni 4 (plis) 6endanlegt begar z stefnir a nill og skrifar

AT = iy g = o

Eins segjum vid ad —1/2? stefndi 4 minus éendanlegt pegar = stefnir 4 nill og skrifum
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m Daemi 3.19 Litum 4 breidboga-fallio (Sjdid fyrir ykkur graf fallsins)
1

g R\{0} — R, ga) =~

Ef z < 0 og x er nalaegt 0 b4 verdur g(z) stér neikveed tala en ef = > 0 og x er nalaegt
null pé er g(z) stor jakvaed tala. Vid segjum ad g(x) stefni 4 minus éendanlegt pegar x
stefnir a 0 fra vinstri og skrifum

Aot = g g =
og vid segjum ad g(x) stefni 4 (plis) 6endanlegt pegar x stefnir 4 0 fra haegri og skrifum

lim g(z) = lim — = 4o0.
z—0+ z—0+

Veeri eitthvert vit 1 pvi ad skilgreina lin% g(z) ? Ef svo veeri, hvort setti pba ad gilda
Tr—r

lir% g(x) = o0 eda lim,_,0 g(x) = —oo ? (Svarid er neil!)

r—r

MATLAB :

Haegt er reikna markgildi fra haegri og markgildi fra vinstri i MATLAB . Skodum
breidbogann y = 1/z og metum 1_i>%1+(1 /x) og 1_1%1_(1 /x) 1 MATLAB:

syms x
rightlimit = limit(1/x, x, 0, 'right’)
leftlimit = limit(l/x, x, 0, "left’)

gefur rightlimit = 1Inf og leftlimit = -Inf

Par sem markgildid fra haegri er +o0o og markgildio fra vinstri er —oo og par meod
markgildid fra vinstri ekki pad sama og markgildi fra haegri, pa er markgildio
ekki skilgreint (ekki til) pegar x stefnir a 0. Til a0 sja pad slaum vid inn

Syms x
limit = limit(1/x, x, O0)

sem gefur 1imit = NaN Taknid NaN er ensk skammstoéfun fyrir Not-a-
Number. Petta pydir ad lin% (1/z) er 6skilgreint; med 60rum ordum, ekki til.
r—

Nokkur ord um —ooc og +co

Regla 3.2.3 og afleiddu markgildissetningarnar eru mjog mikilvaegar, af pvi ad peer
gera okkur kleift ad reikna ut a einfaldan hatt markgildi flokinna falla sem eru
samansett ur einfaldari f6llum. Pad er pvi skynsamlegt ad athuga hvort vid getum
utvikkad reiknireglur fyrir samlagningu og margféldun a rauntélum til pess ad taka
tillit til allra rauntalna dsamt —oco og +00, p.a. stadheefingar markgildisreglnanna
gildi 1 sem flestum tilfellum. Ef t.d. f og g eru f6ll og a € R b.a.

lim f(z) = 400

T—ra
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og

;132 g(z) = M, bar sem M € R er einhver (alveg sama hvada) rauntala,

pa er audvelt ad sannfeera sig um ad

lim [£(2) + g(a)] = +ox.

Tr—a
Pao virdist pvi skynsamlegt ad skilgreina einfaldlega
Skilgreining 3.3.2
+oo+ M = 400
fyrir 61l M € R.

Pa gildir su fullyrding i Reglu 3.2.3 a0 ef

lim f(z£)=L€R og %ig%g(;v):MER,

Tr—a
pa er

lim [ (2) + ()] = L+ M = lim f(x) + lim g(2),

Tr—a r—a

lika fyrir tilfellid: ef

lim f(x) = +oc0 og %E}r}lg(l‘) =M eR,

Tr—a

pa er

lim[f(z) + g(x)] = 400 = 400 + M = lim f(z) + lim g(z).

r—a Tr—a T—ra

Pad kemur 1 1j6s a0 eftirfarandi tilfelli eru svipud og pvi skilgreinum vio:

Skilgreining 3.3.3
1) Fyrirollz € R

+oo+x =2+ (+0) =400 o0g —oo+x=2x+ (—00)=—00.

2) Fyriroll z € R
3) Fyrirollz e Rp.a. 2 >0
z-(+00) = (+00) - x=+00 og w-(-00)=(-00) z=—00.
Fyriroll x e Rp.a. 2 <0
- (+00) = (+00) -z = —00 o0g =z-(—00)=(-00):x=+oc.

4)

(+00)-(+00) = 400, (—0):(—0) =+00 0g (+00)-(—00) = (—0)-(+00) = —c0.
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Ol1 6nnur tilfelli par sem +oo og/eda —oco koma fyrir, eins og t.d. 4004 (—o0), +00/ 400
eda 0 - (+0), skilgreinum vid ekki af géoum og gildum astaedum.

Afingar 3.3

Afing 3.3.1 Fyllid ut eftirfarandi toflu fyrir fallio f : [1,5] — R a4 Mynd 3.3 (b.e.
gerid |/ i reitina par sem vid 4). Sma forskot & saluna: fall kallast samfellt punkti
a ef markgildi pess er til og er jafnt fallgildinu i punktinum. Ef ¢ er vinstri enda-
punktur er (merkingarlaust a0 tala um hann sem markgildi talna sem eru minni
en a) nég ad markgildid sé til fra haegri, ef a er haegri endapunktur pa er nég ad
markgildid sé til fra vinstri.

fallio fix = 112(3|4|5
hefur markgildi fra vinstri
hefur markgildi fra haegri
hefur markgildi
er samfellt fra vinstri
er samfellt fra haegri
er samfellt
er 6samfellt

Ya

4 e

Mynd 3.3: Graf fallsins f : [1,5] — R.

Tekur f(x) heesta gildi sitt 4 bilinu [1, 5]? Tekur f(z) leegsta gildi sitt & bilinu [1, 5]?

Afing 3.3.2 Litum & breidbogafallid f(z) = Ll Finnid markgildin EIE - z T og
Tr — Z [ee) —
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lim

a T Synid millireikninga.

T——00 I —

Afing 3.3.3 Finnid markgildid lim

20 —1

T— 400

VA2 + 1 +3

/fing 3.3.4 Finnid markgildid lim V22 + 2z — 2. (Abending: Sjd notkun samoka-

T—r+00

reglu i Deemi 3.15)

/fing 3.3.5 Finnid markgildi fallsins f(z) = V&2 + 2z — V/z2 — 2z begar & — —oo.
(Munid ad V22 = |z| = —z ef z < 0)

Afing 3.3.6 Kannid hvort fallid f(x) = .

$2

=1

X

2

hafi markgildi pegar x — +o00

z+1

(Abending: Gerid samnefnt, énnur leid er ad beita marglidudeilingu ¢ hvorn lid). =

ATH
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19
20
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22
23
24

25
26
27
28
29

Daemi eins og 3.16 er haegt ad leysa beint 1 MATLAB : Ef okkur langar til pess ad
lata MATLAB skrifa ut lausnirnar pa getum vid beaett vid skriftuna

n Keyrsluskra 7

o°

Skilgreini taknbreyturnar sem strengi

(texta) .

g = char(G); % Breytir G i streng

r = char(r); % Breytir r i streng

y = char (f); % breytir £ i streng

% Skilgreini nu strengi med svorum vid a-1id
strl =['Skafella er g(x) ="', g 1;

str2 = ['1l66fella er x = 2'];

str3 = ['Marglidudeiling gefur: £ ="', vyli;
% Lausn & a-1190

alidur = ['Lausn & 116 a:']l;

a_svar = char(alidur, strl, str2, str3);

% Lausn & b-1id

blidur = ['Lausn & 1id b:'];

b = limit (£, x, 2);

str4d = ['Fallid f stefnir & ' char(b) '

6endanlegt'];

begar x stefnir &

str5 = ['(Ef 4t kemur NaN, ba pbydir pbad ad markgildi er
6skilgreint) '];

b_svar = char(blidur, str4, strb5);

% Lausn & c-1id

clidur = ['Lausn & 1id c:'];

c = limit (£, x, inf);

str6 = ['Fallid f stefnir & ' char(c) ' pbegar x stefnir &

6endanlegt'];
char (clidur,

c_svar

= stro);
% Lausn & d-110

d = limit(f, x, —-inf);
dlidur ['"Lausn & 1id d:'];



3.3 Markgildi f(x) pegar z stefnir & +o0 97

30 str7 = ['Fallio f stefnir & ' char(d) ' pbegar x stefnir & ...
6endanlegt'];

31 d_svar = char(dlidur, str7);

32 % Allt tekid saman i einn streng:

33 svor =char(a_svar,'', b_svar,'', c_svar,'', d_svar)

Lausn & 110 a:

Skafella er g(x) = x/2 + 1

168fella er x = 2

Marglidudeiling gefur: £ = x/2 + 1/(2xx — 4) + 1

Lausn & 1id b:
Fallid f stefnir & NaN begar x stefnir & dendanlegt
(Ef 4t kemur NaN, pé& pbydir pad ad markgildi er oéskilgreint)

Lausn & 1id c:
Fallid f stefnir & Inf pegar x stefnir & dendanlegt

Lausn & 1id d:
Fallid f stefnir & -Inf pegar x stefnir & dendanlegt

>>

2 -5

Afing 3.3.7 Gefid er fallio f(z) = sr 1 d’
x
eftirfarandi markgildi. Reynid fyrst ad meta markgildin i huganum.

Finnio fyrst adfellur fallsins, metid sidan

1. @ (iii) (v)
iy 12 i @ 1@

(i) (iv) i)
Jim f(x) S (z) im  f(2)

2. Notio peer upplysingar sem bio hafid ur lio 1. til ao rissa upp (gréfa) mynd af
fallinu f.
3. Notio MATLAB eda GeoGebra til ad draga upp mynd af fallinu f.

Afing 3.3.8 Akvardid markgildin ef pau eru til, eda rokstydjid hvers vegna pau eru
ekki til.

- — 2
@) lim Vo - (i) lim x
2 2 z——o00 32 4 \/4x? — 323

Gi) Lm = —%
mea—’x——a’
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Afing 3.3.9 Finnid a € R pannig ao fallid

a—2x%, efx <2,
fl@) = {:EZ, efx > 2,
uppfylli lin% f(z) = f(2). "
T—

3.4 Samfelld foll

Vio takmorkum okkur vid raungild foll f p.a. fyrir sérhvert « 1 formengi f er annad-
hvort til b < a p.a. allt bilid |b, a] er 1 formengi f eda til er ¢ > a b.e. allt bilid [a, c[ er
i formengi f (eda baedi). Asteedan er st ad vid viljum ad i sérhverjum punktia € R {
formengi falls f geti a.m.k.markgildio fra haegri eda markgildio fra vinstri verio til.
Ef baeoi eru til b < a og ¢ > a b.a. |b,a] og [a, c| eru 1 formengi fallsins f, b4 er allt
bilid ]b, c[ hlutmengi i formenginu og madur segir a0 a sé innri punktur i formengi f.
Ef annadhvort |b,a] eda [a,c[ er i formenginu, en ekki baedi, pba segir madur ad a sé
jadarpunktur formengisins.

m Deemi 3.20 Skodum f : R\ {0} — R, f(x) = 1/z. Sérhver punktur i formengi f
er innri punktur, pvi ef a > 0 ba er ]a/2,2a[ i formengi f og ef a < 0 ba er |2a,a/2[ 1

formengi f. "
m Demi 3.21 Skodum fallid f : [0, +oo[ — R, f(z) = /z. P4 er sérhvert z > 0 innri
punktur formengis f og 0 er jadarpunktur. n

Skilgreining 3.4.1 Latum a vera innri punkt i formengi fallsins f. Vid segjum ao fall
f sé samfellt 1 a ef

lim f(x) = f(a).

T—a

ATH ) Ef markgildid er ekki til { innri punkti a eda markgildid er til en er ekki jafnt
f(a), béa er fallid f sagt vera ésamfellt i a.

Skilgreining 3.4.2 Vid segjum ad f sé samfellt frd vinstriia € Dom(f) ef &m, f(z) =
f(a). Vid segjum ad f sé samfellt frd haegrii a € Dom(f) ef ILer f(z) = f(a) .

Samsvarandi athugasemd og eftir sidustu skilgreiningu gildir.

1, efz >0,
-1, efz <.

m Daemi 3.22 Litum a fallid f : R\ {0} — R, f(z) := Er fallio

samfellt 10 ?

m Lausn Nei, fallio er ekki skilgreint i 0 og getur pvi ekki verid samfellt 1 0.

1, efxz#0,
0, efz=0.
m Lausn Nei, fallio hefur markgildi ill% f(x) =1 en fallgildid er f(0) = 0, svo fallid er
ekki samfellt 1 0.

mDemi3d.23 Effallid f: R — R, f(x):= { samfellt 1 0?
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Ljost eetti ad vera ad jafngild skilgreining 4 samfelldni falls 1 innri punkti er:

I Skilgreining 3.4.3 Fall f er samfellt 1 innri punkti a« formengi sins, pa og pvi adeins
a0 pad sé samfellt fra haegri og samfellt fra vinstri i a.

pvi adeins ad pad sé annad af hvoru; samfellt fra vinstri i a eda ad pad sé samfellt

| Skilgreining 3.4.4 Vid segjum ad f sé samfellt i jadarpunkti a formengi sins pa og
fra haegri 1 a (ath. hvort i senn er ekki mégulegt af pvi ad a er jadarpunktur).

m Daemi 3.24 Skodum [ :[-2,2] — R, f(z) = V4 — z2. Fallid f er samfellt, pvi pad er
samfellt 1 6llum innri punktum z €] — 2, 2[ og samfellt fra haegri i —2 og samfellt fra
vinstri 1 2.

|

Skilgreining 3.4.5
(i) Vid segjum ad f sé samfellt fall, ef pad er samfellt i 6llum punktum a i
formengi sinu.
(i1) Vid segjum ao f sé samfellt fall a bilinu 7 ef I C R er bil sem er hlutmengi 1
formengi f og f er samfellt i 6llum punktum a € I.

m Daemi 3.25 Er breidbogafallid f(z) = 1 samfellt fall?

x
m Lausn Vid tokum eftir pvi ad formengi f er R\ {0} svo ad f er ekki skilgreint i z = 0.
En skv. Deemi 3.20 er sérhver punktur i formenginu innri punktur og skv. Skilgrein-
ingu 3.4.1 er f ba samfellt fall i sérhverjum punkti formengisins. Skilgreining 3.4.5
gefur pa loks a0 f er samfellt fall.

Regla 3.4.1 Ef f og g eru foll og a € R er innri punktur i formengi peirra beggja og
follin f og g eru baedi samfelld i a, pa gildir:

1. Fallid f + g er samfellt i a.

2. Fallio fg er samfellt i a.

3. Fallid 1/g er samfellt i a ef g(a) # 0.

Sonnun. Leidir beint af Markgildisreglunum, sja Reglu 3.2.3. Til deemis

lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g(z) = f(a) + g(a) = (f + g)(a).

T—a T—a

Regla 3.4.2 Ef f og g eru foll sem eru samfelld a bilinu I C, pa gildir:
1. Fallid f + g er samfellt a bilinu /.
2. Fallid fg er samfellt & bilinu 1.
3. Fallid 1/g er samfellt & bilinu [ ef g(x) # 0 fyrir 6ll = € I.

m Dcemi 3.26 Vid vitum ligl x = a og lim,_,, ¢ = ¢ fyrir 61l ¢ € R svo allar marglidur
X a
n
P:R— R, Px)= Zakmk,
k=0

eru samfelldar a R. -
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Hvad um reed foll, raetur og hornaf6ll?

Regla 3.4.3 Ef fallid f er samfellt i L og fallid g er samfellt i a og g(a) = L, ba er
fallid f o g samfellt 1 a.

mDemi3.27 f:]-0,2] — R, f(z) =sin(v32 — 2°) er samfellt 4 | —cc, 2]. n

ﬁtgildissetningin og Milligildissetningin
Tveer naestu reglur eru mikilveegustu stadreyndirnar um samfelld foll:

Regla 3.4.4 — Utgildissetningin. Ef f er samfellt fall 4 bili af gerdinni
[a,b]={zeR|a<z<Db}

bar sem a < b, paertilp € [a,b] b.a.
f(p) < f(x) fyrirollx € [a,b]

og til ¢ € [a,}], b.a.

f(z) < f(g) fyriroll z € [a,b].

m Deemi 3.28 Latum z og y vera hlidarlengdir rétthyrnings sem hefur ummalid 20.
Hvernig a ad velja = og y til ad hamarka flatarmal rétthyrningsins ?

m Lausn Summa z og y er halft ummmalid, svo ad y = 10 — z og flatarmalid er xy. Vio
getum pvi ritad flatarmalid sem fall f af x med formuilunni

f(z) = z(10 — z) = 10z — 2%

Forsendur Utgildissetningarinnar eru uppfylltar. Allar marglidur eru samfelld f6ll, og
f er annars stigs marglida & lokudu bili = € [0,10]. Pa vitum vio (fyrirfram) ad til er
tala ¢ bannig ad f(z) < f(q) fyrir 61l z € [0, 10]. Finnum nd ¢, sem vid k6llum stundum
Tmaz, Pannig ad f(x) < f(q) =: fmax fyrir 6ll x € [0, 10]. Med umritun jéfnu fleygbogans

f(z) = —2* + 10z = —(2* — 102) = —(2* — 10z + 5% — 25)
=~ ((z-5)?=25) = 25— (- 5)?

sést a0 [ tekur heesta gildi pegar x,.x = 5 og flatarmalid getur mest ordid f.x = 25.

ATH
1. Vid sjaum ad almennt gildir ad flatarmal rétthyrnings med fast ummal U
og hlidarlengdir x og y bar sem x + y = U/2 er mest begar z =y = U/4.

2. Enn almennar sjdum vio ad ef summa tveggja talna er fost t.d. x +y = a, pa
er margfeldi peirra steerst pbegar © = y = a/2.

3. Vid sjaum reyndar lika ad vid faum legsta gildi ef vid setjum = = 0 eda
=10 1inn 1 jéfnuna f(z) = 25 — (z — 5)% ; fumin = 0.
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Regla 3.4.5 — Milligildissetningin. Ef f er samfellt fall 4 bili af gerdinni

[a,b]={zeR|a<z<b}

pbar sem a < b, og ¢ € R er tala sem liggur 4 milli talnanna f(a) og f(b), ba er til tala

dc (a5 p.a. f(d) =

Y o= f(x} o 4= f(%x)

o fo /T

Mynd 3.4: Samfelldni f er naudsynleg forsenda i Milligildissetningunni!

ATH ) Milligildissetningin heitir The Intermediate-Value Theorem & ensku

Af Utgildissetningunni og Milligildissetningunni leidir ad mynd samfellds falls f af
lokudu og takmorkudu bili [a, b], b.e. mengid

f(la,p]) ={f(@) [z €[a,b]},
er bil af gerdinni [m, M |, m < M, bar sem
< f(z) fyrirollxz € [a,b] og
M = f(q)zf(x) fyriroll x € [a,b].

m Daemi 3.29 Hefur jafnan 2® — z — 1 = 0 rauntslurét a bilinu 1 < z < 2?

m Lausn Fallid f(x) = 23 — 2 — 1 er samfellt og vid hofum f(1) = —1 og f(2) =
fle)=0pvi0 € [-1,5].

Samkvaemt Milligildissetningunni er til tala ¢ € [1,2] b.a

m Demi3.30 Er til x € R b.a. sinz = 7/4?
m Lausn J4, pvi sin(z) er samfellt fall, sin(0) = 0 og sin(7w/2) = 1. Samkveemt Milligild-

issetningunni er pvi til ¢ € [0, 7/2] b.a. sin(c) =7/4bvi0 < 7/4 <1
]
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Afingar 3.4

Afing 3.4.1 Fyllio ut eftirfarandi toflu fyrir fallio f : [0,9] — R 4 Mynd 3.5 (b.e.
hakid /1 reitina bar sem vid 4).

fallio fix = 112(3|4]|5
hefur markgildi fra vinstri
hefur markgildi fra haegri
hefur markgildi
er samfellt fra vinstri
er samfellt fra haegri
er samfellt
er 6samfellt

Mynd 3.5: Graf fallsins f : [1,5] — R.

Tekur f(x) heesta gildi sitt 4 bilinu [0, 9]? Tekur f(z) leegsta gildi sitt & bilinu [0, 9]?

Afing 3.4.2 Latum fallid f vera skilgreint med jofnunni
f(z) = sin(z)/x ef <0
20 +a ef x>0

bar sem a er einhver fasti. Akvardid fastann a pannig ad f sé samfellt i z = 0.
Roksty9jio svarid. =
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Afing 3.4.3 Litum aftur a fallid i Deemi 3.22

1, efx >0,
—1, efz <0’

fRA\{0} — R, f(z):= {
a) Fallio er ekki samfellt i z = 0 en pad er samt ekki heldur 6samfellt i z = 0.
Hvernig getur pessi fullyroing gengio upp (dbending: skodid formengi f)?
b) Feerio rok fyrir pvi ad f er samfellt fallt. (dbending: Farid vandlega yfir
roksemdafaersluna i Deemi 3.25)

a) Notio milligildissetninguna til ad syna ad jafnan f(z) = 0 hefur a.m k. eina
lausn fyrir z € [-1,1].
b) Synid ad jafnan f(z) = 1 hefur enga lausn fyrir z > 2.

Afing 3.4.5 Synid ad jafnan 2> — SSin(%x) + 1 = 0 hafi a.m.k. eina lausn & bilinu

[—1,1]. Visid i videigandi setningu. n

Afing 3.4.6 Skodum fallid F(z) = (z — a)?(x — b)?> + z. Synid ad til er tala c € R
a-+b

5 Abending: athugid ad by

bannig ad F(c) =

er medaltal a og b. "

Afing 3.4.7 Gamalt préfdsemi: Synid ad grof fallanna f(z) = €® og g(x) = !
skerist a.m.k. tvisvar. Visid i videigandi setningu og gerid grein fyrir ad forsendur
hennar séu uppfylltar. =

| Afing 3.4.4 Skodum fallid f : R — R, f(x) = 62° — 423 + 22 — 1.

3.5 Helmingunaradferdin

Stundum er 6gjorningur ad leysa jofnu nakveemlega. Jafnvel einfalda jofnu eins og
e’ = sin(x).

P4 er edlilegt skilgreina fall eins og f(x) = e* — sin(x) og reyna a0 finna einhverja
rét (e. root) f, p.e. tolu r € R b.a. f(r) = 0. Athugum ad rét falls og nallst60 merkja
pad sama.

Afleiding af Milligildissetningunni

Regla 3.5.1 Latum f vera samfellt fall skilgreint 4 bili [a, b]. Ef f(a) og f(b) hafa 6lik
formerki, pa hefur f ndllstoo p 4 bilinu [a, ).

3.5.1 Reiknirit

Sidustu reglu ma nota til pess ad smida reiknirit til pess ad nalga rét f:

(1) Létum 2 = 1(a + b) vera midpunkt bilsins [a, b].
(2) Reiknum f(z), pa geta brju tilvik komid upp:
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(i)  f(x) =0 og leitinni er lokid.
(i) f(a) og f(z) hafa sitthvort formerkio,
b.e. f(a)- f(z) <0, pa er rét 4 bilinu [a, z]|.
Vid setjum b = z og forum aftur 1 skref (1). Athugid a6 i skrefi (2) finn-
(iii)) f(x) og f(b) hafa sitthvort formerkio,
b.e. f(z)- f(b) <0, ba er rét & bilinu [z, b].
Vid setjum a = z og forum aftur 1 skref (1).
um vid annahvort rét eda vid forum aftur i skref (1) og endurtokum ferlid en nina
meo helmingi minna bil en adur.

Med pvi a0 endurtaka petta ferli n sinnum faest minnkandi runa af lokudum bilum
[a, b] = [al, bl] D) [CLQ, bg] D) [al, bl] e D [an, bn] (3.4)

Billengdin helmingast i hverju skrefi og Milligildissetningin gefur ad pad er nullst6o 4
ollum bilunum.

Svona runu af bilum skilgreinum vid med runu (p;) bar sem pj, = 3(ay + by).

Upphafsskref: Setjum a; = a, by = b, og p1 = 5(a1 + by).
Rakningarskref: Komio er py,...,p,. Reiknum p,, ;.

(i) Ef f(p,) = 0, ba er nullst60in fundin og vid hettum.

(ii) Ef f(p,) og f(a,) hafa sitthvort formerkid, ba setjum vid a1

bn+1 = Pn 08 Pn+1 = %(anJrl + bn+1)-
(iii) Ef f(p,) og f(b,) hafa sitthvort formerkio, pa setjum vid a,+1 = pp,

bn+l = bn 08 Pn+1 = %(an—‘rl + bn—i—l)-

Qn,

Petta reiknirit kallast Helmingunaraodferdin.

Skekkjumat i Helmingunaraodferdinni

Hversu hratt nalgast helmingunaradferdin rétt svar? Latum [a;,b1] = [a,b] vera
upphaflega bilid sem ad vid vitum ad inniheldur rét r fallsins f, [a9, bo] vera bilid eftir
eitt helmingunaradferdar skref (n = 2), [as3, bs] vera bilid eftir tvo skref (n = 3) o.s.frv.
Ef vid heettum eftir (n — 1)-skref ba hofum vid nillst6d 4 bilinu [a,, by,

Latum midpunktinn p, = %(an + b,,) vera nalgunargildid fyrir p, nillstoo fallsins f
a bilinu [a,, b,]. P4 er skekkjan i nalguninni

€n =P — Dn
og par sem bilsteerdin hefur helmingast i hverri nalgun, faest skekkjumatio

<bn_an_bn—1_an—1_ _bl_al
len| < 5 = 52 ==

par sem n — 1 er fjoldi helmingana og [a1, b1] = [a, b] er upphaflega bilid. Pad er

b—a
2TL

len| <
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Skilgreining 3.5.1 Latum p € R og p,, vera utreiknad nalgunargildi 4 p. Vid segjum
ad p, sé rétt med n aukastofum ef

1 _
’p_pn| Si'lo "

Fyrirfframmat skekkju
N1 er audvelt ad meta hversu margar helmingarnir eda bilskiptingar (n — 1) parf ad
framkvaema til pess ad nalgunin lendi innan gefinna skekkjumarka.

Ef e > 0 er gefid og vid viljum ad |e,| < ¢, pa notum vid skekkjumatid, hér

ad ofan

b—a

len| < <e. (3.5)

Seinni gjafnan gefur

In((b—a)/e)
= In2

m Deemi 3.31 Hvad parf Helmingunaradferdin morg skref til pess ad finna nillst6o
jofnunnar f(x) = cos(z) — = med 6 réttum aukastofum ef upphaflega bilid er [0, 1]?
Vid viljum ad

b—al <0.5-1075,
2n
par sem b = 1 og a = 0. Leegsta heiltala n sem uppfyllir pessa ¢jofnu er n = 21 pvi
In(2 - 108
107 _ 999,

In(2)

Pvi parf a0 skipta parf upphaflega bilinu 20 sinnum. Vid sjaum ao fjoldi bilskiptinga
er 6hadur fallinu og raedst eingongu af gefnum skekkjumorkum og lengd bilsins [a, b].
|

m Doemi 3.32 Beitid Helmingunaradferdinni til ad finna lausn 4 jéfnunni 2 = cos(z?) 4
bilinu [0, 1] med 2 réttum aukastoéfum.

m Lausn Er nullst60 4 bilinu? Skilgreinum fall
f(z) =z — cos2®.

Petta fall er mismunur tveggja samfelldra falla og er pvi samfellt fall. Par sem
f(0) =0—cos0=—-1<0o0g f(1) =1—cos(l) > 0 pba er nillst6d a bilinu [0, 1] sam-
kvaemt Milligildissetningunni og haegt er ad nota helmingunaradfero til ad finna rot
fallsins f.

Reiknum 1t hversu oft parf ad skipta bilinu. Vid viljum ad ‘bz_,f | < 0.5-1072. Hér er
a = 0o0g b = 1. Stillum upp jofnunni fyrir 2 rétta aukastafi.

b2 b
n = 2 200

T6kum umhverfur og faum

2" > 200
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Tokum nattarlega logrann af badum hlidoum og athugum ad 6jofnumerkio helst pvi
natturlegi logrinn er vaxandi fall:

In2" =nln2 > 1n 200

sem gefur

In 200
>

A2 7.6438.

n

Vid tokum pvi n = 8, sem pyoir ad skipta parf bilinu 7 sinnum til ad na tveimur réttum

aukastéfum. Smidum toflu fyrir f(z) = z — cos 2.

HELMINGUNARADFERD
n an Pn ::QE%Q& bn, H f(an) f(pn) f(bn)
1 0 0.5 v 1 —1.0000 —0.4689 v 0.4597
2 05 0.75 v 1 —0.4689 —0.0959 v 0.4597
3 07 VvV 0.875 1 —-0.0959 v 0.1541 0.4597
4 07 Vv 0.8125 0.8750 || —0.0959 v 0.0226 0.1541
5 07 V 0.7813 0.8125 || —0.0959 —-0.0382 v° 0.0226
6 0.7813 0.7969 v’ 0.8125 || —0.0381 —0.0081 v 0.0226
7 0.7969 Vv 0.8047 0.8125 || —0.0081 v 0.0071 0.0226
8 0.7969 0.8008 v'0.8047 || —0.0081 —0.0005 v 0.0071

Milligildissetningin tryggir ad fallid hefur rét 4 bilinu [0.7969, 0.8047] og vid getum
verid viss um ao pg = 0.8008 er nalgunarlausn med tveimur réttum aukastéfum en
pridji aukastafur er 6viss. Pvi er engin astaeda til ad gefa fleiri en 2 aukastafi i
lokasvari og vio gefum svario:

ps = 0.80

Helmingunaraodferdin i Matlab-ké0a

function p = bisect (f,a,b,tol)
$BISECT

Reiknar nalgunarlausn & f (x)=0

o° o° o o

INN:
f: 'inline function'

© 0 NN U R W N

e e A v e
[ B VU VN

o° o o° o° o o

UT:
Nalgunarlausn p

a: Vinstri endapunktur bils,
b: Hegri endapunktur bils,
tol: Polmdrk skekkju i ndlgunargildi

pannig ad f (a)*f (b)<0,

o° o o° o°

Demi um notkun:



17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

© 00 9 O Ul R W N e

A e
W N = O
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a=-5 b =1; tol = 0.00005 % 4 réttir aukastafir
f= inline('sin(x) - exp(x)"')
r = bisect (f,a,b,tol)

o° o° o o

o\

if sign(f(a))+*sign(f(b)) > 0 % Formerkisfallid sign notad
error ('f(a)f(b)<0 ekki uppfyllt!') % Villumelding. Forritid hettir
end

fa=f (a); fa er fallgildi £ i a.

fb=f (b) ;
while (b-a)/2>tol

fb er fallgildi f i b.
Reiknar & medan half billengd
er meiri en polmdrk (tol).

A o o0 0 0 d° e o o

c=(a+b)/2; Setur nyjan midpunkt c.
fc=f(c); fc verdur fallgildi i c.
if fc == EF fallgildid i midpunktinum er ndkvaemlega
null, p& er ntllstdd fundin,
break og forritid hettir keyrslu.
end
if sign(fc)*sign(fa)<0 % EF skilyrdid er uppfyllt: a og c nytt bil:
b=c; % Hegri endapunktur ferist i midpunktinn c
fb=fc; % fb tekur fallgildi i c
else % EF skilyrdid er EKKI uppfyllt:
a=c; % Vinstri endapunktur ferist i c
fa=fc; % og tekur fallgildi 1 c.
end
end
p =(a+b)/2; % Pegar polmdrkum er nad, skrifa Ut p sem
% bestu nadlgun & ntllstdd (sja efstu linu).
end

m Dcemi 3.33 Notid Helmingunaradferdina til pess a0 finna raetur fallsins
f(z) =145z — 62> — e**

med 8 marktseeknum aukastéfum.

m Lausn Byrjum & pvi ad teikna mynd af fallinu til ad fa hugmynd um legu rétanna;
geri nokkrar tilraunir med endapunkta bils.

m Keyrsluskra 8

%% Retur f(x) = 1+5x-6x"3-exp(2x) fundnar med forritinu bisect.m

% Byrja & ad teikna mynd af fallinu til ad f& hugmynd um legu
% nullstddvanna.

a = -1; b =1; % Endapunktar bils til athugunar.

n = 200; % Skipti bilinu i 200 jafndreifda punkta
x = linspace(a,b,n);

f = 1+5%xx-6%x."3-exp (2*Xx);

plot (x, f)

hold on

plot([a,b]l, [0,0],'k-") % Larétt lina

hold off

Vid sjaum ad pad eru nillstédovar & bilunum [—1.5, —0.5], [—0.5,0.5] og [0.3,1.3]. Pessi
bil hafa 6ll lengdina 1. Keyrum nud bisect .m skrana, fyrst med endpunktum a =
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Mynd 3.6: Giskad a raetur fallsins f(z) = 1+ 5z — 62> — **

-1.50g b =-0.5o0g hef tol = 0.5x10~-8 par sem krafist er 8 réttra aukastafa.
Skrifa i keyrsluskra

a=-1.5; b =-0.5; tol = 0.5%x10"-8 & 8 réttir aukastafir
f= inline (/! 1+5xx-6*xx"3-exp (2xx) ')

Ovissan kemur & 9. aukast.,

synum pvi ekki fleiri en 9 aukast.

Nota pvi num2str(tala,’ format’)

rl = bisect (f,a,b,tol);

rotl = num2str(rl,’%$4.9g")

4 er £joldi tolustafa fyrir framan kommu

og 9 er f£j6ldi tdlustafa aftan vid kommu.

o° oo o

o° oo

ba faest rét ry = —0.818093736 & bilinu [—1.5, —0.5] bar sem aftasti tolustafurinn 6 er
oviss.

Tokum neest fyrir bilid [—0.5, 0.5]

a=-0.5; b =0.5; tol = 0.5%x10"-8
f= inline (! 1+5xx-6*xx"3-exp (2xx) ')
r2 = bisect (f,a,b,tol);

rot2 = num2str(r2,’%4.9qg")

sem gefur r, = 0.

Loks er rét & bilinu [0.3, 1.3]

a=0.3; b=1.3; tol = 0.5x10"-8
f= inline (/" 14+5*xx-6*xx"3-exp (2*xx) ")
r3 = bisect (f,a,b,tol);

rot3 = num2str(r3,’%4.9g")

og forritid gefur r3 = 0.506308287.

Vid hofum pvi fundid 3 reetur jéfnunnar 1 + 5z — 623 — €?* =0
1 = —0.818093736,
To = O,
rg = 0.506308287.
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Hér eru r; og r3 nalganir a réttu gildi med 8 réttum aukastofum, en o = 0 er ndkvaem
lausn, sem sést a pvi ad pegar = = 0 er sett inn 1 jéfnuna pa kemur Ut nakvaemlega 0.

Afingar 3.5

Afing 3.5.1 Notido Helmingunaradferoina til ad finna raetur eftirfarandi jafna med 2
réttum aukastofum.

1) 33 =x+5 (i) cos2z+6 ==z

Afing 3.5.2 Notid forritid bisect til ad finna ndllstédvar jafnanna:

1) 222 —62—-1=0 (i) e* 2423 —2=0 (iii) 14+5x—6a3—e"22 =0

a) Notid fyrst plot fallio i MATLAB til a0 sja ut prja bil, hvert af lengdinni 1
par sem rét liggur.

b) Reiknid ut hverja nullst60 med 8 réttum aukastéofum. (dbending: Notid
Skilgreiningu 3.5.1 og matio sem kemur fram i 6j6fnu (3.5) til a0 finna heefilegt
¢, sem kallast to1l 1 forritinu.)

¢) Teiknid reeturnar (nuillstédvarnar) inn 4 mynd af fallinu. (Abending: Keyrslu-
skra 2 a bls. 29 )






4.1

Skilgreiningar og reiknireglur

Deildun, einnig kallad diffrun (e. differentiation), er einhver mikilveegasta adgeroin i
steerdfraedigreiningu.

Skilgreining 4.1.1 Latum f vera fall og a vera innri punkt formengis f. Ef markgildio
Lo fath) — f(@)

h—0 h

=:m € R (ath. m ma ekki vera +oo eda —o0)

er til, pa er rauntalan m kollud afleida (e. derivative) fallsins f i punktinum a og f
er sagt vera deildanlegt (e. differentiable) i a. Linan

y(x) = m(z —a) + f(a)

er kollud snertill vio graf (eda feril) fallsins f { punktinum (a, f(a)). Afleida f 1 a er
hallatala linunnar. Snertillinn er besta linulega nalgun vid fallid f nalaegt a.

Regla 4.1.1 Latum f vera fall og a vera innri punkt formengis f. Ef f er deildanlegt
ia, paer f samfelltia.

Sonnun. Markgildisreglurnar gefa na

i JOEN = F@) k) = )
h—0 h h—0 h h—0

Jim ((a+ ) — f()] =
og pa, einnig

lim f(x) = Jim f(a+h) = lim [f(a+ k) — f(a) + f(a)]
= lim [f(a+$) = f(a)] + lim /(@) = 0+ f(a) = f(a)

svo f er samfellt i a. [ ]
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Nu gildir svipad og meod samfelld foll, ad deildanleiki falls f i einum punkti mun
minna dhugaverour en deildanleiki f fyrir 61l = € I, par sem I C Dom(f) er bil (med
fleiri en einn punkt). Af skilgreiningu deildunar atti ad vera ljést aod bilid / verdur
ad veraopid, t.d. I =Ja,b[={zeR|a<z<b}, I =|a,+o[={zeR|a<x <400}
eda alika.

Skilgreining 4.1.2 Latum f vera fall. Ef f er deildanlegt i 6llum = € Dom(f) ba er
fallio f sagt vera deildanlegt. Ef I er opid bil p.a. I € Domf og f er deildanlegt
fyrir oll z € I, pa er f sagt vera deildanlegt a bilinu 7. Fallid

o) = fin L)~ @)

h—0 h

er kallad afleida fallsins f. Ef f er deildanlegt b4 er Dom(f’) = Dom(f) og ef f er
deildanlegt 4 bilinu I ba er I C Dom(f).

Ein mikilveegasta setning steerdfreedinnar er Medalgildissetningin (e. Mean
Value Theorem) sem vid setjum fram 4 bls. 119. Til pess ad geta sannad hana purfum
vio0 reiknireglur fyrir deildun.

Regla 4.1.2 — Summa, margfeldi og umhverfa. Latum f og g vera foll sem eru baedi
deildanleg i z. Pa er:

(f+9)(2) = f(z)+ ¢ () Afleida summu (4.1)

(f9) (z) = f'(x)g(x) + f(2)g (z) Afleida margfeldis (4.2)
1\ —g'(z) :

<g) () = @ ef g(z) #0 Afleida umhverfu (4.3)

Sonnun. Leidir beint af Markildisreglunum.

(f+9)(@+h)—(f+g)(=)

(f +9)(z) := lim

h—0 h
iy @)+ g+ ) = (f(2) + 9(2))
_h~>0 h

. (flx+h) = flx)  glz+h)—gx)
:}Ji%( h + h )
o fle+h) = fe) . glez+h) —g(x)
= fim h i h
= f'(x) + ¢'(x).

) et O+ D)~ (F9)(a)
(f9)/(@) = lim .

h—0
fle+h) glx+h) - f(x)-g(x)

h—0 h

i FEER) g B) — £(@) g+ B) + () g+ )~ () - gl)
h—0 h

~ Jim <f(93+h]1—f(x) _g(x+h)+f(x)_g(w+h})b—g(w))

x) .. . gz +h)—g(x)
A A N
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1\’ 1 1 1
(5) @ =5 (oo~ 5m)
1 (g(x)—g(z+h)
0 {h ( g(z + h)g(x) ﬂ
— lim {g(x +h)—g@) —1 }
h—=0 h g(z + h)g(x)
— lim gz +h)—gx) . -1
h—0 h h—0 g(xz + h)g(x)
o ,l‘ . -1 _ _g/(x)
BN TE P

Bein afleiding er:

Regla 4.1.3 — Kvétareglan. Latum f og g vera foll sem eru baedi deildanleg 1 = og
g(z) #0. Pa er:

N _P@ L @) P - f@)d@)
(5) @ =45 1@ @ 44
Aifingar 4.1

Afing 4.1.1 Upprifjun: (a + b)? = a? + 2ab + b? og (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab?® + b:
() Lidid f(z) = (z + 1)2 og synid ad f'(z) = 2(z + 1).
(i) Lidid f(x) = (z + 1)% og synid ad f'(z) = 3(x + 1)2.

/Afing 4.1.2 Sannid med prepun, ad fallid f(xz) = 2™ par sem n € N, hefur afleidu
f'(z) = nz™ L. n

Afing 4.1.3 Follin f, g og h & myndinni eru 61l samfelld (hvert a sinu formengi).
Follin g og h er ennfremur deildanleg. Faerid rok fyrir pvi ad f sé ekki deildanlegt
fall. (Munid a0 fall er sagt vera deildanlegt a rauntalnabili ef pad er deildanlegt 1
sérhverjum innri punkti a bilinu).
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4 A

Kedjureglan (e. Chain Rule)

Regla 4.2.1 — Keodjureglan. Latum f og g vera f6ll p.a. g er deildanlegt i a og f er
deildanlegt i b := g(a). Pa er f o g deildanlegt i a og

(fog)(a) =f(b)-g'(a) = f'(9(a)) - g'(a).

Sonnun. Ef ¢'(a) # 0 ba er sonnunin einfold pvi g(a + h) — g(a) # 0 fyrir négu litil
h # 0 og

(f o g)(a) = lim L 29@+ ) = (fo9)(e)

h—0 h

h—0 h

h—0  gla+h)—g(a
= f'(9(a)) - g'(a),

bvimed y = g(a + h) — g(a) gildir

- flgla+h)) = flg(a)) _ .. _
w0 glath)—gla) e y - ot

Tilfellid ¢'(a) = 0 verdur ba ad medhondla sérstaklega (ath. ef ¢’(a) = 0 pa er
(fog)(a)=f'(g(a))- g (a) = 0). Sonnunin er frekar teeknileg og bvi sleppum vid henni
hér. [ |

Regla 4.2.2 Follin sin : R — R og cos : R — R eru samfelld.
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Sonnun. Afing 4.2.3. Sannid fyrst ad sin : R — R er samfellt og notid pa nidurstéou
og hornafallreglur til ad sanna ad cos : R — R er samfellt. Stydjast ma vido Mynd
4.1 [

BC=h
BD =sinh

Mynd 4.1: Einingarhringur. Boginn BC er margfeldi geisla og horns.

Regla 4.2.3

inh
sinh _

=

Sonnun. Afing 4.2.4. |

MATLAB:

Til ad finna markgildiod lin%) ST o haegt ad nota k6dann
T— X

syms x
markgildi = limit (sin(x)/x, x,0)
sem gefur
markgildi = 1
-1
= Deemi 4.1 Synum ad lim “25" — 1 _ ¢,
h—0 h
= Lausn
_ _ 2 _ «in? _
lim cosh—1 _ lim cos(h/2+ h/2) —1 — i & (h/2) —sin®(h/2) — 1
h—0 h h—0 h h—0 h
—2sin?(h/2) h. sin(h/2)
B0 h Niml=sin(3) = 75— =-0-1=0

Regla 4.2.4 Follin sin : R — R og cos : R — R eru deildanleg og

(sinz)’ =cosz og (cosz) = —sinx
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‘ fyrir oll z € R.

Sonnun.

(sinz)’ = Tim sin(x + h) —sinz
h—0 h

. sinxcosh +cosxsinh —sinx
= lim

h—0 h
. sin . cosh—1
= lim |cosz +sinx——
h—0 h h
. sinh . . cosh—1
=cosz lim — +sinz lim ——
h—0 h—0 h

= COS Z.
Nu notum vid ad

cos(z) =sin(r/2 —x) og sin(x) = cos(n/2 — x)
og Kedjuregluna og faum

(cosz) = (sin(n/2 — x)) = —cos(n/2 — 1) = —sinz.

sDemi42 Ef f: R — R, f(z) = sin(7x) + cos(3z), ba er 4 Dom(f)
f'(z) = wcos(rz) — 3sin(3x).

Ef f : [0, +00[ — R, f(z) = 22 sin \/z, b4 er 4 bilinu ]0, +oo]

S 1005 \/
fl(x) =2xsinyzr+z N
Ef f:R\{n/2+kr|kecZ} — R, f(r) =cosz/(1 —sinx), pba er 4 Dom(f)
() = —sinz(1 —sinz) — cosz(—cosz)  —sinz +sin?z +cos?z 1
= (1 —sinx)? N (1 —sinx)? ~ 1—sina’

f:R\{n/2+kn|keZ} — R, f(r) =tanz = sinz/cos z, pa er 4 Dom f

cosrcosx —sinx(—sinx 1
flx) = 5 ( ): 3 =1+ tan?z.
COos? x COs* x

Vid sonnum nuna tveer mikilvaegar reglur og sndum okkur svo ad Medalgildissetning-
unni.

Rifjum upp ad pau x sem gefa f'(x) = 0 kallast utgildispunktar (e. critical points)
fallsins f. Vid litum fyrst & Regluna um utgildispunkta:

Regla 4.2.5 Latum f vera fall sem er samfellt 4 bilinu [a, b] og deildanlegt & bilinu
la,b[, a < b. Ef f tekur heesta (eda leegsta) gildi sitt 1 ¢ €]a,b], ba er f'(c) = 0.
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Sonnun. Gerum rad fyrir ad f taki heesta gildi sittic, b.e. f(x) < f(c) fyrir 6ll = € [a, b].

(Tilfellid ad f(c) sé leegsta gildi er svipad.) P4 er

MZO fyriroll z < ¢
Tr—c
svo ad
lim MZO
r—c— xr —cC
og
Mgo fyrir6ll z > ¢
r—c
svo ad
fz) = f(c)

<0.

lim
T—ct+ T —c

Af pbvi ad f er deildanlegticer

0< i JOZLD gy LOZHO gy T 2T
svo f'(c) = 0.
Afingar 4.2

Afing4.2.1 (i) Er fallid f(z) = |z| diffranlegt?
(i1) Er fallid f(x) = |22 — 3z + 2| diffranlegt?
(iii) Er fallid f(z) = z|z| diffranlegt?
(iv) Er fallid f(x) = 2?|z| diffranlegt?
(v) Finnid jéfnu snertils vid fallid f(x) = |22 — 32 + 2|1 (3, f(3)).

Afing 4.2.2 Notido Keodjuregluna til ad syna ao
(i) f(z) = (x + 1)? hefur afleidu f'(z) = 2(z + 1).
(i) f(x) = (z + 1) hefur afleidu f'(z) = 3(z + 1)%.

Afing 4.2.3 Notid hornafallareglur og synio ad
lim (sin(z 4+ h) —sinz) = 0 og
h—0

lim (cos(z 4+ h) —cosz) =0
h—0

til a0 sanna Reglu 4.2.2.
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I Afing 4.2.4 Sannid aod limy, Si‘,;h = 1. (Stydjast ma vio Mynd 4.1 bls. 115 "

Afing 4.2.5 Synid ad sin x og cos z eru samfelld foll.

Abending: Almennt gildir ekki um fall f ad
liny £(2) = £ (L ) = £(0)

en ef f er samfellt i x = 0 pa ma beita svona reikningum. Roéksty0jio ut fra
Mynd 4.1 af einingarhringnum ad limy,_,g sin(h) = 0. Synid svo i framhaldi af pvi
a0 limy_,ocos(h) = 1. A9 bessu fengnu er ljést ad sinz og cosz eru samfelld 1 0.
(Hvernig er skilgreining 4 samfelldni i punkti?) Notid svo summureglur fyrir sinus
og késinus til ad syna ad

lim sin(x + h) = sinz og lim cos(z + h) = cosx.
h—0 h—0

Afing4.2.6 f R\ {m/2+kr|keZ} —R , f(z)= SICI;(SQ;’). Reiknid f'. .

Afing 4.2.7 Reiknid afleidur fallanna. Einfaldid eins og skynsamlegt er og sann-
reynio nidurstoour med MATLAB. Sja Deemi 4.26 fyrir hvernig ma deilda med
MATLAB.

l.y=22-3z-1 x—2 33—z
7 =5 3. f($)_3+1‘

Hér ma nota myndraena utskyringu.

Afing 4.2.9 — Kedjuregla. Rauntalnabil I :=]—a, a[ med a > 0 er sagt vera samhuverft.

Latum I vera samhverft rauntalna bil. Rifjum upp ad fall f er sagt vera
v jafnsteett falla I ef f(—z) = f(z) fyriroll z € 1.
v oddstaett fallad [ ef f(—x) = —f(x) fyriroll z € I.

Notio Keodjuregluna til ad syna ao:
1) Ef f: I — R er jafnsteett fall, pa er /' : I — R oddsteett fall.

‘ Afing 4.2.8 Fyrir hvada gildi 4 = € R er fallid f(z) = |2% — 2z — 3| ekki deildanlegt.
‘ 2) Ef f : I — R er oddsteett fall, pa er f’ : I — R jafnsteett fall.
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Setning Rolle og Medalgildissetningin

Regla 4.3.1 — Setning Rolle. Latum g vera fall sem er samfellt 4 bilinu [a, b] og deild-
anlegt a bilinu Ja, b, a < b. Ef g(a) = g(b), ba er til ¢ € ]a, b] b.a. f'(c) = 0.

Sonnun. Ef fallid g er fasti, g(z) = g(a) fyrir 61l z € [a,b], b4 er ¢'(z) = 0 fyrir 611
x €la,b[. Ef fallid g er ekki fastafallio, pa verour g ad taka a.m.k. heesta eda laegsta
gildi sitt i einhverju ¢ 4 opna bilinu a, b] skv. Reglu 4.2.3. En ba er Reglu 4.2.5
g'(c) =0. [ |

Sjalf Meoalgildissetningin leidir na beint af Setningu Rolle.

Regla 4.3.2 — Medalgildissetningin. Latum f vera fall sem er samfellt 4 bilinu [a, b]
og deildanlegt & bilinu |a, b[. Pa er til ¢ €a, b] b.a.

og

9 = 50) ~ (5@ + L= 0 0)) = 50) - (5@ + 70 - @) =0

Fallid g uppfyllir pvi 61l skilyrdi fyrir Setningu Rolle svo til er ¢ €]a,b] b.a. ¢'(¢) =0,
en pa er

0=d(e)= (o) - DI
b.e.
o = 10 =110

Ein gagnleg afleiding Medalgildissetningunnar er Almenna Medalgildissetningin:

Regla 4.3.3 Latum f og g vera foll sem eru samfelld a [a, b] og deildanleg & |a, b],
a < b. Ef ¢/'(z) # 0 fyrir 6ll = €]a, b[, ba er til ¢ €a, b] b.a.

f'(e) _ f(b) - f(a)
gc)  g(b) —gla)
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Sonnun. Ef g(a) = g(b), ba veeri til ¢ € a, b] b.a. ¢'(¢) = [g(b) — g(a)]/(b—a) = 0 sem er
moétsogn. Pvier g(a) # g(b). Vido notum nu Setningu Rolle (eda Medalgildissetninguna)
a fallid

svo til er ¢ €]a,b| b.a. h'(¢c) = 0. En ba er

0= 1'(c) = (f(b) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a))f'(c)

SAY

Afingar 4.3

Afing 4.3.1 Beitid Medalgildissetningunni (e. Mean Value Theorem) & fallid f(t) =
2
cost + % a bilinu [0, 2] og notid pa stadreynd ad sin z < z fyrir 61l > 0 til ad sanna

adcosz > 1— %2 fyrir 6ll x > 0. Reyndar er bessi ¢jafna lika rétt fyrir z < 0 (Hvernig
?) (Lausn: Daemi 4.33 & bls. 141) "

4fing 4.3.2 Notid Medalgildissetninguna til ad syna ad cosz > 1 — z 4 bilinu [0, 1].
(Abending: Skilgreinio fallid f(z) = x + cosz — 1. Feerio rok fyrir pvi ad f sé
deildanlegt (og par med samfellt); beitid svo Medalgildissetningunni) "

Afing 4.3.3 Notio Medalgildissetninguna til ad syna ad ¢jafnan cos(z) + 3% <z

gildir 4 bilinu [3F, 27]. n

Afing 4.3.4 Notio Meodalgildissetninguna til ad syna ad e* > 1 + z fyrir 6ll z > 0. Er
6jafnan uppfyllt ef x = 0? En ef © < 0? Roksty0;jio! =

Afing 4.3.5 Synid ad e > 1+ x fyrir 6ll z > 0. Visid, ef vid 4, 1 videigandi setningu
og gerid grein fyrir ad forsendur hennar séu uppfylltar. Roksty0jio hvert skref
vandlega. "
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Vaxandi og minnkandi foll

Ein mikilveeg hagnyting Medalgildissetningunnar er eftirfarandi skilgreining og
regla.

Skilgreining 4.4.1 Latum f vera fall og I C Dom(f) vera bil. Pa er f sagt vera:
a) Vaxandi a I, ef af x1, 29 € I og 1 < w2 leidir f(z1) < f(x2).
b) Stranglega vaxandi a I, ef af z1,29 € I og 1 < 2 leidir f(z1) < f(x2).
¢) Minnkandi & I, efaf x1, 20 € I 0og 21 < 22 leidir f(x1) > f(z2).
d) Stranglega minnkandi a I, ef af 21,29 € I og 21 < 2 leidir f(z1) > f(x2).

Af Medalgildissetningunni leidir nu:

Regla 4.4.1 Latum f vera deildanlegt fall 4 opnu bili /. Pa gildir:
a) Ef f/(x) > 0fyriroll z € I, ba er f vaxandi a I.
b) Ef f'(z) > 0 fyrir 6ll x € I, ba er f stranglega vaxandi 4 I.
c) Ef f'(z) <0 fyrir6ll z € I, ba er f minnkandi a I.
d) Ef f/(z) < 0fyrir 6ll x € I, ba er f stranglega minnkandi & I.

Sonnun. Fyrir xr1,T9 € I, r1 < x9, €r tilc € ].%'1, 1'2[ b.a.

fx2) — f(a1)

T2 — X1

= (o).

En 29 — 21 > 0 svo f(z2) — f(x1) hefur sama formerki og f'(c). Af pessu leida allir
lidirnir. [

m Deemi 4.3 Hvar er fallid f(r) = 2® — 222 + 2 stranglega minnkandi og hvar er bad
stranglega vaxandi?

m Lausn Vid reiknum f'(z) = 322 — 42 = 2(3x — 4) og athugum ad pad er samfellt fall.
Svo getum vid t.d. gert formerkjatoflu.

m Deemi 4.4 Synum ad x > sinz fyrir 6ll 0 < x < 1. Setjum f(x) = x — sinz, pa er f
deildanlegt og f'(z) =1 — cosz. P.e. f(0) =0o0g f'(z) > 0fyrir6l1 0 <z < 1, p.e. f er
stranglega vaxandi 4 0 < x < 1. Par sem f er stranglega vaxandi er = > sin(x).
Athugid ad petta ma einnig syna med pvi ad nota Medalgildissetninguna beint. Vio
setjum aftur f(z) = z —sinz. Fallid f er samfellt af pvi a0 pad er mismunur samfelldra
falla, og x og sin z sem eru einnig baedi deildanleg. Pa er f deildanlegt og hefur afleidu
f'(x) =1 — cosz. Pa vitum vid ad samkvaemt Medalgildisetningunni er ¢ €]0, 1] bannig
ad

oy f@) = F(0)
f (C) - T — 0
bar sem z er tala a bilinu ]0, 1[. Vid hofum sem sagt ad
| — cos(c) = x — sin(x) 1 sin(x)
x x

sem er jafngilt
sin(z) = zcos(c) < x

vegna bess ad cos(c) € | cos(0), cos(1)[, sem sagt cos(c) < 1. n
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m Doemi 4.5 Latum f(x) = 23. P4 er audvelt ad sja ad af a < b leidir a® = f(a) < f(b) <
b3 svo samkvaemt Skilgreiningu 4.4.1 er f stranglega vaxandi 4 R. Engu ad sidur er
f'(z) = 322 svo vid héfum f'(z) > 0 fyrir 6ll z € R, en ekki f'(z) > 0 fyrir 61l z. Af
hverju er petta ekki métsogn? "
Ef fall er fasti a bili, b4 er afleida pess null 4 pvi bili. Medalgildissetningin gefur na
hina attina:

Regla 4.4.2 Latum f vera deildanlegt fall 4 opnu bili /. Pa gildir: Ef f/(z) = 0 fyrir
oll x € I, paer f(z) = c (fasti) fyrir 6ll x € 1.

Sonnun. Ef f er ekki fastafall, ba eru til a,b € I pb.a. a < b og f(a) # f(b). Af
Medalgildissetningunni leidir pa ad til er ¢ € ]a, b[ b.a.

f(0) — f(a)

—a

F(e) = £0

sem er motsogn vid f'(x) = 0 fyrir 6ll x € 1. Pess vegna verdur f a0 vera fastafall. H

Afingar 4.4

Afing 4.4.1 Reiknid afleidur eftirfarandi falla. Takid einnig fram formengi afleid-
unnar.

) (ii1)

f(@) =V (4+2° ~sinz) f(@) = (@243 +2) (22— 2273 1)
(i) (iv)
_ 5 L (x + 2)(x — 5)
) T @2+ 1) -2)

Afing 4.4.2 Gefid ad f(3) = 1 og f(3) = —2, reiknid eftirfarandi afleidur. Ath. -
byoir ad taka 4 afleiduna me9 tilliti til breytunnar = og |,—3 byoir a0 setja eigi = = 3
(stinga inn 1) i itkomunni.

@) p (ii1) .
dx (+f(@)) =3 dz (Z?)

(i) (iv)
: () 1R
dr \ f(x) ) |,_, dr \z% + f(x)
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1 efx >0

Afing 4.4.3 Skodum =<7 ’

= f(@) {—1, ef x < 0.
Paer f/(r) =04 Dom(f’) =R\ {0} en f er ekki fastafall. Af hverju er petta ekki
motsogn vio Reglu 4.4.2? "

/fing 4.4.4 Imyndum okkur ad vid getum tekid streng og strengt hann utan um
midja jordina og gerum rad fyrir ad joroin sé algjorlega kilulaga, svo strengurinn er
a hringlaga ferli. Tokum svo pennan streng og lengjum hann um 11 metra og latum
hann vera 1 hring 1 kringum jordina, jafn langt fra jordinni allan hringinn. N4 er
spurningin: a) Getur pu hoppad yfir strenginn? b) Kemstu undir strenginn? =

Afing 4.4.5 Notio skilgreininguna & afleidu falls til ad reikna afleidu fallsins y =
V& + 6 1 punktinum (30, 6). n

Afing 4.4.6 Finnio jofnur tveggja beinna lina sem hafa hallatélu —2 og eru snertlar
vio fallio f(x) = 1/x. "

Afing 4.4.7 Finnid 4 hvada bilum er eftirfarandi foll stranglega vaxandi og strang-
lega minnkandi:

G f(z)=a23—4z+1 (iii) f(x) = sinw
(i) f(z) = 23(5 — x)? (iv) f(x) = cos®x

4.5 Hecerri afleidur falla
Afleida falls f er nytt fall, sem getur pa lika verid deildanlegt. Ef f’ er deildanlegt fall,
pa kallast fallid f” énnur afleida f og er skilgreint fyrir sérhvert z i formengi sinu med

f”(:):) — lim f/(x + h) — f/(x)

h—0 h

Fallid f” geeti na lika verid deildanlegt og svo framvegis. Almennt talar madur um
n-tu afleidu fallsins f og ritar f(™.

m Deemi 4.6 Hradi hlutar er skilgreindur sem breyting a stadsetningu hans m.t.t.
timans. P.e. ef stadsetning hlutarins x er gefin med fallinu x = f(t), pa er hraoi
hlutarins

dx ,
= — = f'(t).
o= =f0)
Hrodun hlutarins er breyting a hrada hlutarins og par med gefinn med annarri afleidu
stadsetningarinnar m.t.t. timans

dv B A2z

=g =1,

a =
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mDeemi 4.7 Ef f(z) = 23 ba er f'(x) = 322, f"(x) = 6z, fO(z) =6 0g fP(z)=0. =
Athugio vel rithattinn hér, vid ritum fyrstu afleiduna

P =Ty =T _ 4 ()
og aora afleiduna
. 2 &2 d /(d
fo) = LD gy = 2 (D)
og almennt n-tu afleiduna
1) = T 0y = TID _ 2 )

nDemi4.8 Ef A, B, k € R eru fastar pa uppfyllir fallid y(¢) = A cos(kt) + Bsin(kt)
deildajofnuna " + k*y = 0, (4.5)

sem bydir ekkert annad en ad y”(t) + k%y(t) = 0 fyrir 61l ¢t. Petta leidir af einfoldum
utreikningum: y/(t) = —Aksin(kt) + Bkcos(kt) og y"(t) = —Ak? cos(kt) — Bk?sin(kt)
svo ad

y'(t) = —K*y(t)
sem pyoir einmitt ad
y"(t) + Ky (t) = 0.

Til pess ad geta reiknad tut fastana A og B purfum vid meiri upplysingar, t.d. ef viod
bekkjum y(0) og y'(0), ba er

y(0) = A og y'(0) = Bk.

Afingar 4.5

Afing 4.5.1 Gefid er fallid f(z) = % Reiknid ut fyrstu, adra, pridju og fjérou afleidur
f, b.e. reiknid ', ", f"" og ™, og giskid 4 almenna formilu fyrir n—tu afleidu

F) ().
(Lausn: Sja Deemi 4.31 bls. 139.) m

Afing 4.5.2
(i) Giskid a almenna formilu fyrir n-tu afleiou fallsins f(z) = bL’ a,beR.
x

(i1) Synio med prepun (e. prove by induction) ad formulan sé rétt ?yrir olln eN
Abending: Demi 4.32 er mjog svipad pessu. "
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Afing 4.5.3 Synid ad fallid y(¢) = Acos(3t) + Bsin(3t) uppfylli deildajéfnuna

y"(t) + 9y(t) = 0.

Reiknid A og B ef gefid er ad y(0) = 1 og 3/(0) = —2. "
I Afing 4.5.4 Gefid er fallid y = tan(kz). Synid ad v" = 2k%y(1 + 3?) "
Folgin foll

Folgin foll kallast a4 ensku Implicit functions.

Stundum er ferill i plani ekki gefinn sem graf falls y = f(x), heldur med jofnu af
gerdinni F(z,y) = 0, t.d. er jafha hrings med radius 5 gefinn med jofnunni F(z,y) =
22 +y? — 25 = 0. Stundum er haegt ad leysa y 1t ur jéfnunni, t.d. { tilfelli hringsins

y=v25—a22=f(z) eda y=—V25—22=g(z),

og finna formulur fyrir falli eda follum, sem skilgreinast af jofnunni F(z,y) = 0.
n Deemi 4.9 Finnum formilu fyrir snertli ferilsins F(z,y) = 22 + y? — 25 = 0 1 punktin-
um (3,4). Hallatala snertilsins er
—2z -3
/
x = —
' @)loms 2v25 — 22,5 4

og formulan fyrir snertlinum pa

(@) = F3)+ B —3) =4 (e —3) = —2w+67.

=y

m Dcemi 4.10 Finnum formdlu fyrir snertli ferilsins F(z,y) = 22 + y?> — 25 = 0
punktinum (3, —4). Hallatala snertilsins er

2z 3

/
€T = —— =
9 (@)= 225 — 22|, 4

og formulan fyrir snertlinum pa

() = 9(3) + 4 B)w —3) = —4+ Sz —3) = Ju— 6.

Pad er til betri adfero til pess ao leysa verkefni eins og hér ad ofan sem byggist a4
setningunni um félgin f6ll (sem vid getum ekki rokstutt mjog vel ad svo stéddu).
Adferdin er eftirfarandi:
Til bess a0 finna hallatolu snertils ferils, sem er skilgreindur med jofnunni F'(z,y) = 0,
i punkti (x,yo) a ferlinum, framkvemir madur eftirfarandi skref:
1) Deildum jofnuna F(z,y(x)) = 0 m.t.t. z, par sem vid litum & y(z) sem fall af z.
T.d. fyrir hringinn ad ofan (ekki gleyma Kedjureglunni)

d

- (2% + y(@)]? = 25) = 20+ 2y(x) - ¢/ () = 0, (4.6)
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ii) Til a0 finna hallatoluna i punkti (z,yo), sem er & ferlinum (p.e. F(zg,yo) = 0),
stingum vid x = x( og y = yo inn 1 jofnu (4.6) og ef hun hefur 6tvirett akvardada
lausn fyrir y/(z¢), pa er petta hallatala snertils i punktinum. T.d. med (z¢, yo) =
(3,4) b4 er jafnan ad ofan

2z + 2y(z) - y/(a:)|x:3’y(3):4 =6+8-9'(3)=0
svo hallatalan er /(3) = —4/3 og med (x¢, yo) = (3, —4) bé er jafnan ad ofan

2z + 2y(z) - ¢ (z)| ,=6-8-4(3)=0

svo hallatalan er y/(3) = 3/4.
Af hverju gengur petta upp? Setningin um f6lgin f6ll segir nokkurn veginn eftirfar-
andi: Ef F er pjdlt fall ! af tveimur breytisteerdum, (x, o) er punktur 1 planinu b.a.

F(x9,y0) = 0 og

d
dyF(fﬁo,y)‘y:yo # 0,
ba er til eitthvert opid bil Ja,b], a < z¢p < b, og nakveemlega eitt deildanlegt fall
y :]a,b— R, b.a. F(x,y(x)) = 0 fyrir 6ll « €]a,b[. Sem sagt er fallid y(x) folgid 1
jofnunni F(x,y) = 0.
Mabur parf ad geeta sin vel pegar madur notar pessa adferd, sem kollud er folgin

deildun (e. implicit differentiation), til pess ad finna afleidu félgins falls.

(1) Er punkturinn (z¢,y9) & ferlinum, p.e. gildir F'(xg,yo) = 0.

(2) Akvardast y/(zo) 6tvirsett af jofnunni sem kemur it.

a Daemi 4.11 Skodum aftur z2 + y% — 25 = 0.

a) Hver er hallatala snertils ferilsins 1 (1,1)?

m Lausn Punkturinn (1,1) er ekki & ferlinum og ferillinn hefur pvi engan snertil 1
pessum punkti.

b) En hver er hallatala snertils ferilsins 1 (5,0)?

m Lausn Punkturinn (5,0) er vissulega & ferlinum, en y'(5) dkvardast ekki af jofnunni
2-5+2-0-¢(5) = 0 pvi hun hefur enga lausn. Ath. petta pydir audvitad ekki ad
ferillinn hafi ekki snertil 1 pessum punkti, hann er bara ekki haegt ad akvarda med
folginni deildun. Hver er jafna snertilsins 1 pessum punkti?

m Deemi 4.12 Litum 4 jéfnuna y - sinz = 2 + cosy.
a) Hver er hallatala snertils ferilsins i (—1,0)?

m Lausn Fyrst, med F(z,y) =y -sinxz — 2> — cosy gildir F(—1,0) = 0 svo punkturinn
er a.m.k. 4 ferlinum. Notum fé6lgna deildun og faum jéfnuna

Y (z)sinz + y(x) - cosz = 3x? — sin(y(x)) - y/ ().
Stingum z = —1 og y(—1) = 0 inni og faum

y'(=1)sin(—1) + 0 - cos(—1) = 3 —sin(0) - y'(—1)

1pjalt fall er fall sem hefur samfellda fyrstu afleidu yfir eitthvert mengi
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sem hefur lausnina

-3
sin(1)

y'(=1) =

b) Hver er hallatala snertils ferilsins 1 (0, 7/2)?
m Lausn Vid hofum ad F(0,7/2) = 0 svo punkturinn er a ferlinum. Félgin deildun
gefur somu jofnu og hér fyrir ofan, stingum ni = = 0 og y(0) = 7/2 inni og faum

y'(0) sin(0) + g -cos(0) = 3 -0 — sin(w/2) - ¥/ (0),

sem hefur lausnina

c) Skodum nu hallatélu snertilsins 1 (1, 2).

m Lausn Vid getum sett = 1 og y(1) = 2 inn eins og adur og fengid
y'(1)sin(1) +2-cos(1) = 3- 1% —sin(2) - y/(1),

sem hefur lausnina

3 —cos(1)

0= G+ sn@)

En F(z,y) hefur reyndar hvergi snertil meo pessa hallatélu. Hvad er ad?

Aifingar 4.6

Afing 4.6.1 Skodum ferilinn 22 +2z = 2—52. Finnid snertla vid ferilinn 1 punktunum
(0,4/2), (—1,4/3) og (2,2). Teiknid einnig skyringarmynd. "

Afing 4.6.2 Skodum ferilinn 2z +y = /2sin(xy) + /2. Finnid snertil vid feril-
inn 1 punktinum (7/4,1) og i punktinum (0, 7/2). Teiknid mynd af ferlinum med
snertlum. -

Afing 4.6.3
(i) Notio folgna deildun til ad leida at formulu fyrir afleiou fallsins y = 2®. Ath.
y=1z" < In(y) = zIn(z) ef z > 0.
(i) Finnid jofnu beinnar linu sem fer i gegnum punktinn (0, 0) og sem er einnig
snertill vio feril fallsins y = z*.
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Stofnfdll
Skilgreining 4.7.1 Ef f er fall sem er skilgreint a4 opnu bili 7, pa kallast fallid F
stofnfall f ef pad er deildanlegt 4 I og

F'(z) = f(z) fyriroll x € I.
m Daemi 4.13 Stofnfall f(x) = cosz er t.d. F'(z) = sinx + 8, stofnfall f(z) = sinx er t.d.
F(x) = —cosz — 1 og stofnfall f(z) = z er t.d. F(z) = 22/2. "
Ef F og G eru baeodi stofnfoll f, pa er F — G = C fasti pvi ad

(F = G)(z) = f(z) - f(z) = 0.
Petta gildir p6 adeins ef [ er skilgreint a4 heilu opnu bili 1.
Skilgreining 4.7.2 Odkvedna heildi falls f 4 einhverju bili I er skilgreint sem

/f(x)d:c = F(x)+C,

bar sem F'(z) = f(z) fyrir 6ll x € I, b.e. F er stofnfall f. Madur litur svo & ad
fastinn C sé é6akvardadur.

s Demi4.14

/cosmd:ﬁ:sin:r—l—c, /sina:dw:—coszn+0 og /:Bd$:m2/2+0.

Oakvardada heildi falls er deemi um deildajéfnu (diffurjofnu, afleidujofnu e. diff-
erential equation). Verkefnio: Reiknid [ f(x)dx, par sem f er fall skilgreint d einhverju
bili I er jafngilt verkefninu: Finnid oll foll g : I — R sem uppfylla ¢'(z) = f(x).
Seinna verkefnid er yfirleitt ordad leysid deildajofnuna y' = f(x) og eetlast er til ad
madur finni 61l foll y(x) sem uppfylla ¢/ (z) = f(x).

m Daemi 4.15 Leysid deildajofnuna 3/ = 23 + 2.

m Lausn Vid heildum pa fallid og faum lausnina
y(x) = /(J:3 + 2)dr = %1‘4 +2x + C.

par sem C ma vera hvaoda fasti sem er. Svona lausn er kollud almenna lausn deilda-
jofnunnar (e. general solution)
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Afingar 4.7

Afing 4.7.1 Reiknio eftirfarandi 6akvednu heildi:
(1) (iii)
/\/:Edaz /tanxcosxdw

(i1) P (iv)
/ <4 + 2) dx /cos(2:r +2)dx

Afing 4.7.2 Leysio eftirfarandi deildarjéfnur:
(1)
y +sin(2z) =0, y(0) = 1.
(i1)
Y’ +zsin(2z) +1=0, y(1)=-1, y'(1)=0.

4.8 Upphafsgildisverkefni
Vid skodum nu deildajofnur a forminu /(z) = f(x) par sem lausnin faest meo ad heilda
baoar hlidar. P.e. lausnin er

y=F(x)+C.

bar sem F'(z) er eitthvad stofnfall f(z) og C er heildunarfastinn. Svona lausn er kollud
almenna lausn deildajéofnunnar (e. general solution).

Upphafsgildissverkefni = UGV (e. initial-value problem = IVP) er deildajafna 3/ =
f(z) dsamt skilyroi af gerdinni y(a) = b. Seinna skilyrdido akvarodar pa 6akvardada
fastann C 1 almennu lausn deildajofnunnar.

m Doemi 4.16 Leysum upphafsgildisverkefnid y' = 2% + 2, y(2) = 1.
m Lausn Almenna lausn deildajéfnunnar er y(z) = 2*/4 + 2z + C, bar sem C m4 vera
hvaoda fasti sem er og skilyrdiod

y(2) =24/4+2-2+C =1

dkvardar C = —7. Lausn upphafsgildisverkefnisins er bvi y(z) = 2%/4 + 22 — 7.
]

Lausn upphafsgildisverkefnis ' = f(z), y(a) = b, er skilgreind 4 steersta bili 7 C R,
b.a.a el ogy: 1 — Ruppfyllir y(x) = f(z) fyrir 6ll z € I. Atlast er til ad madur
tiltaki formengi lausnarinnar y.
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1
m Dcemi 4.17 Leysid upphafsgildisverkefnid i = et y(1) = —1.

m Lausn Almenna lausn deildajéfnunnar er

—1
y(x) = — +C.

Skilyroid y(1) = —1/1 4+ C = —1 akvardar C = 0. Lausn UGV er bvi

y(@) = _71 Dom(y) =0, +o0[.

1
m Dcemi 4.18 Leysid upphafsgildisverkefnid 3/ = ot y(—1) = —1.

m Lausn Almenna lausn deildajéfnunnar er

-1
y(r) = — + C.

Skilyroid y(—1) = -1/ — 1+ C = —1 dkvardar C' = —2. Lausn UGV er pvi

y(x) = 1 —2, Dom(y) =] - o0, 0]

|
Oft er lika haegt ad leysa upphafgildisverkefni par sem haerri afleidur af y koma fyrir.
m Daemi 4.19 Leysum upphafsgildisverkefnio

y' =sinz, y(r)=2, y'(7)=-L
Ndu er

Y (x) = /sin xdr = —cosx + Cy

og pa
y(x) = /(— cosx 4+ C1)dx = —sinz + Crz + Cy
svo almenna lausn deildajofnunnar er
y(z) = —sinzx + Cyz + Cs.
Skodum nua upphafsskilyroin
y(r)=-1 = —cos(m)+C1=-1 = C; = -2
0g
y(r) =2 = —sin(r) —2n+Cy =2 = Cy=2+27
Lausn upphafsgildisverkefnisins er pvi

y(r) = —sinx —2x + 2+ 27, Dom(y) =R
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3.0 T

2.0 T

1.0 +
y(@) = —sin(z)

t + + t P
1.0 2.0 3.0 4.0 \540

Medalhradi, hradi, ferd og hré6dun

Gerum rad fyrir ad hlutur ferodist eftir beinni linu (med x—Aasnum) pannig a6 stada
hans eda stadsetning (e. position) x er fall af tima ¢, og vid skrifum ba oft z = z(t).
Vid getum hugsad okkur ad z sé maelt { metrum og ¢ i sekindum. Medalhradi (e.
average velocity) hlutar a timabili [t,¢ + h| er breyting & stadsetningu hlutarins yfir
timabilid h; og formula fyrir medalhrada er Newtons-kvétinn

Az x(t+h) —x(t)

ave - ", - Y 4'
v AL Y m/s 4.7
Hradi (e. velocity) v(t) hlutarins 4 tima ¢ er sidan markgildi medalhradans pegar
h — 0.

o(#) = d”;f) — 2/(+) m/s (4.8)

Nokkur tdlkunaratridi: Ef v(¢) > 0 ba er z(¢) vaxandi og vio litum svo 4 ad hluturinn
feroist til haegri eftir r—asnum. Ef v(¢) < 0 b4 er z(¢) minnkandi og vid litum svo &
ad hluturinn ferdist til vinstri eftir z—asnum. Pegar v(¢) = 0, ba litum viod svo 4 ad
hluturinn hafi stodvast; fari hvorki til heegri né vinstri. Vid gerum svo greinarmun a
hrada og ferd s(t) sem vid kollum lika steerd hradans. P4 hofum vid ekki upplysingar
um { hvada att hluturinn ferdast heldur adeins hvad hann fer hratt:

s(t) = Jo(t)] = | o0

Hro60un a(t) er sidan afleida hrada hlutarins og par med onnur afleida stadsetningar
hans.

m/s. (4.9)

d 2 )
a(t) = %U(t) = ﬁm(t) m/s (4.10)

Ef a(t) > 0 ba er hradinn ad aukast (i jakvaeda stefnu), en bad pyoir ekki endilega
a0 ferdin s(t) sé ad aukast. Ef t.d. hluturinn fer til vinstri pa er v(¢) < 0 en ef einnig
hrodunin 1 stefnu jakvaeds x—4ass er jakvaed, p.e. a(t) > 0, pa er hluturinn ad haegja
ferdina. Hlutur eykur ferdina (e. speeding up) adeins pegar hradi og hrodun hafa sama
formerki, p.e. pegar v(¢) - a(t) > 0.

m Dcemi 4.20 Hlutur i frjalsu falli. Annad logmal Newtons segir F' = ma, par sem F er

krafturinn sem verkar 4 hlutinn, m er massi hlutarins og a = ‘fiT%(t) er hrodun hans. I

go0ri nalgun er krafturinn sem verkar 4 hlutinn F' = mg, par sem g er fasti (hnitakerfi
meo joroina i jakveeori stefnu = assins. Meo heildun feest

2 (t) = /x”(t)dt = /gdt =gt+Cy
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og
1
z(t) = /(gt + Ch)dt = §gt2 + C1t + Cs.

Ef hradinn vid ¢t = 0 er 2/(0) = vy og stadsetningin vid ¢t = 0 er (0) = xo, ba er C; = vy
og Cy = xy. Svo stadsetning hlutar 1 frjalsu falli sem fall af tima er gefin meo

1
z(t) = 5gt? + vot + 0.

Afingar 4.8

x

1
I Afing 4.8.1 Leysid upphafsgildisverkefnid 3/ = -, y(=1)=1 n

Afing 4.8.2 Synid ad fallid y(t) = A cos(3t) + Bsin(3t) uppfyllir deildajofnuna
y"(t) +9y(t) = 0.
Einnig er gefid ad y(0) = 2 og ¢'(0) = 1. Finnid fastana A og B. "

/fing 4.8.3 Ogn ferdast eftir z—asnum pannig ad stada hennar x 4 tima ¢t dkvardast
af fallinu z(¢) = t> — 4t + 3. Leysid ur eftirfarandi lidum:

(a) A hvada timabili 6gnin ferdast til kveeda hrgdun (hrodun til vinstri)
haegri? (e) A hvada timabili eykst ferdin (e.
(b) A hvada timabili 6gnin ferdast til speeding up)
vinstri? (f) A hvada timabili dregur ur ferdinni
(c) A hvada timabilum fer 6gnin ja- (e. slowing down)
kvaeda hrodun (hrodun til hegri) (g) Hvenzer er hr6dunin null ?
(d) A hvada timabilum feer 6gnin nei- (h) Finnid medalhrada yfir timabilid
[0, 4].
(Lausn: Deemi 4.41 ) "

4.9 Lausnir @ voldum deemum

Snertilinur vid grof gefinna falla
» Deemi 4.21 Finnid hallatolu ferils f(z) = 2 — 1 1 punktinum = = 2. Hver er jafna
snertilinu vid f(r) = 22 — 1 sem hefur hallatélu z = —3?

m Lausn Afleida fallsins f(x) er f'(z) = 2z, og afleidan i punktinum xz er pa m := 2x.
Jafna snertilinu 1 punktinum x4 er pa

y=m(z — x0) + f(x0).
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3 3)\?
Ef hallatala snertilinu er 229 = —3 pd er 20 = —3 og f(20) = f(—=) = (—) —-1=

9 ) . . [
1= Jafna snertilinu vid f(z) = 2> — 1 er ba

3 5 13
y——3<x+>+4——3x—4.

2

5.0
flz) =221
4.0 T
3.0 T

2.0 1

1.0 +

—4.0 -3.0 —-2.0 -\

m Doemi 4.22 Finnid alla punkta 4 ferli fallsins f(z) = 23 — x + 1 bar sem snertilinan
er samsioa linunni y = 2z + 5.

m Lausn Afleida f er fallid f'(x) = 322 — 1. Snertilinur eru samida linunni y = 2z + 5 1
6llum punktum z pannig ad 322 — 1 = 2. Paer x = 1 eda = —1. Fallgildi i pessum
punktum eru f(1) = 1og f(—1) = 1.

Snertilinurnar eru

y=2x-1)+f1)=2x-1)+1=22—-1, og
yi=2x+1)+f(-1)=2(x+1)+1=2x+3.

m Keyrsluskra 9

a =-2, b=2;
= linspace(a,b,200);

b

m = 2; % Hallatalan 2
x0 = 1; x1 = -1; % Punktar sem gefa hallatodlu 2
y0 = x0.7"3-x0 +1; yl = x1.73-x1+1; % Fallgildi
lina0 = m* (x-x0) + y0; % Snertilina
linal = m* (x-x1) + yl; % Snertilina
f = x."3-x+1; % Marglidan
figure
plot([-2.5 2.5], [0 0], 'k-', [0 O], [-3 4], 'k-") % Linur med hnitadsum
hold on

plot(x,1inal, 'r',x,1linal, 'r', x,f)

» Daemi 4.23 A myndinni sjast prju samfelld {61l f,g og h og gefid ad formengi peirra
allra er [—5,8]. Gefid er a0 follin g og h eru deildanleg. Pad pyodir ad g og h eru
deildanleg i 6llum innri punktum a [—5, 8], b.e. deildanleg a opna bilinu |5, 8. Fallio
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f er ekki deildanlegt samkveemt skilgreiningu, af pvi ad pao er ekki deildanlegt 7
ollum innri punktum a formengi sinu. Nanar tiltekio sjaum vido 4 myndinni ad ekki
er haegt a0 skilgreina afleidu f 1 punktunum x = —2,2 = 2 og x = 5. Latum naegja ad
skoda hallatolur ndleegt © = 5: Latum ¢ vera litla jakvaeda staerd, segjum, 0 < ¢ < 1/10,
og med pvi ad setja © = 5 + ¢ pa sést ad f/(z) = 0; hins vegar ef vid setjum z =5 — ¢
bd er 4 < 2 < 5 svo ad myndin gefur til kynna ad f/(z) = 2. P4 faum vid annars
vegar lim,_,o f'(5 + |7|) = 0 og hins vegar lim._,o f'(5 — |7|) = 2. Markgildi fra heegri
ekki sama tala og markgildiod fra vinstri en pad pyoir samkveemt skilgreiningu ad
markgildid f/(5) er ekki til, m.6.0. f er ekki deildanlegt i z = 5, sem bydir ao fallid er
ekki deildanlegt (a pessu gefna formengi).

w

m Dcemi 4.24 Deildid fallid f(z) = 3z — 22 — 1 og teiknid upp mynd af fallinu d4samt
afleidu pess. Takid eftir venslum 4 milli fallsins f og afleidunnar f’. Hvada eiginleika
fallsins f sérou ut fra grafi afleidunnar f’
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m Lausn Veljum af handahdfi bilid [—5, 5] til ad skoda venslin. Vid sjaum ad hallatala
fallsins f er jakveed a bilinu [—5, 3/2[ en hallatalan fer minnkandi 4 pvi bili. Hallatala
fallsins er ndll i = 3/2 en fer sidan minnkandi & bilinu ]3/2, 5]. Petta sést 4 Mynd 4.2
af afleidunni f’: Ferillinn er fyrir ofan null 4 bilinu [—5, 3/2[ en stranglega minnkandi;
1'(3/2) = 0, og fallrit afleidunnar er fyrir nedan null a bilinu ]3/2, 5] og hallatalan
eykst a0 tolugildi. Vio alyktum ad afleidan f’ 1ysi hallatolu fallsins f i sérhverjum
punkti € Dom(f). Vid sjaum lika a0 hallatala annars stigs marglidunnar breytist
linulega.

m Dcemi 4.25 Notio reiknivél til pess ad finna hallat6lu snertilinu vid fallio f(z) =
V& + 6 1 punktinum (3, 3) og skodid = = 3 og x = 3 + Az, fyrir nokkur gildi 4 Az, t.d.

Az = £0.1,£0.01,+0.001, £0.0001.

Gerio toflu. Reiknid einnig ut % f(x) med pvi ad nota skilgreininguna a afleidu.
m Lausn Nota MATLAB til ad gera tofluna

m Keyrsluskra 10

%% Daemi 31 1 kafla 2.2 i Adams

clc

Deltax = [-0.1 -0.01 -0.0001 -0.00001 0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1 1; %
Smida A x

fdel = sqgrt (3+Deltax+6); % fallgildi 1 3 + A x S ...
fallgildi 1 3

mismkvoti = (fdel - 3)./Deltax;

disp(' 3 + A x \ (£(3 + A x) — £(3))/a x ")

forintf('--—++-—---- ")

for k = 1l:1length (Deltax)

fprintf ('\n %2.8f | %$2.8f ', 3+Deltax(k), mismkvoti (k))

(£(3 + delta x) - f(3))/delta x

>>

2.90000000 | 0.16713222
2.99000000 | 0.16671299
2.99990000 | 0.16666713
2.99999000 | 0.16666671
3.00001000 | 0.16666662
3.00010000 | 0.16666620
3.00100000 | 0.16666204
3.01000000 | 0.16662040
3.10000000 | 0.16620626
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Reiknum niuna afleidu f(z) = /x + 6 ut fra skilgreiningu 4 afleidu:
flz+h) - f(z)

Ve+h+6—+zr+6

) h = pm h
— bm Ve+h+6—Vr+6 Ve+h+6+V2+6
h—0 h Ve +h+6++z+6

. (Vo +h+6)?— (Vo +6)2
h—0 h(vVz+h+6++z+6)
) r+h+6—2—-6
= lim
h—=0 h(vz +h+ 6+ Vz +6)
h

= lim
h—=0 h(vz +h+ 6+ Vz +6)
= lim !
h=0 /2 +h+6++\z +6
1
2z +6
1 1
Svo ad f'(z) = ogba f'(3) = ——— == =0.1666. ..
voad flw) =5 5 8 PAT ) = 5 A5G 7 6 .
m Daemi 4.26 Reiknid afleidur fallanna. Einfaldid eins og skynsamlegt er.
1. y=322—-5x -7 _r—1 _3-4z
2. z 373 3. f(x) S iz
m Lausn
1.y =6x—5
2.
o 1223~ (z — 1)%$2/3—1 _ 22/3 _ §$2/3 + %z—l/B
(x2/3)2 z4/3
_ %12/3 + %9”71/3 _ 112/3—4/3 I 2$—1/3—4/3
xA/3 3 3
L o3 2 53 1 2
— 3" + 37 3223 * 325/3
.. . . e ., . . T+ 2
Einnig m4 lengja fyrri lidinn 1 sidustu steedunni med x og fa 2’ = 3578
x
3.
, —4(3+4z) — (3—4z)-4 —12— 16z — 12+ 16z —24
fl(z) = 2 - 2 - 2
(3 + 4x) (3 +4x) (3 + 4x)

Sannproéfa dtreikninga

m Keyrsluskra 11

clc

sSyms x

Y = 3%x"2-5xx-7; Z = (x-1)/x"(2/3); F = (3-4%x)/(3+4*x);
diffY = simplify(diff(Y)) % eda diff (Y, x)

diffz = simplify(diff(z))

diffF = simplify (diff (F))

%% Daemi 2.4: 36
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Skrifar ut

diffy
6*xx —
diffz
(x + 2
diffF
24/ (4*«x + 3)"2
>>

/(3*x”(5/3))

=1 ol

s Daemi 4.27 Finnid afleidur fallanna

1. y=(22+3)° 9. y:<1_1>99

x

Fyrst smd spjall: Foll a forminu [f(x)]" skrifum vio oft 4 forminu f"(x) til ad hafa
vidaminna taknmal, sér i lagi ef n # —1. Hofum i huga, a0 andhverfa f er oft taknud
med f~!. Til deemis er oft skrifad sin—! pegar att er vid andhverfu sinuss; arkarfallid
arcsin. Betra veeri ad skrifa andhverfur 4 forminu fl="(z) b6 ad pad sé sjaldnast gert.
Pess vegna skrifum vio oft umhverfur falla sem ﬁ = f(x)~!. En oft sést rithatturinn
f~! pegar 4att er vid umhverfu fallsins f. Pvi barf ad geeta ad samhengi hvort 4tt er
vid umhverfu eda andhverfu pegar madur sér f~!(x). Hins vegar leikur enginn vafi 4

. _ s 1
bvi ad f~2(z) pydir TR

m Lausn Hér eru follin 4 bessu formi y = f"(z). Samkveemt Kedjureglu er 3y =
nf"Ha) f'(x)
1.

y =62z +3)° - (22 +3) =6(2z +3)° - 2 = 12(2z + 3)°.

-m(-H 2 0-H)-m(i-2) (2)-50-1)

Einnig maetti gera samnefnt i sidustu steedunni og gefa afleiduna a forminu

99
/
=Z(z—1).
y = _3@-1)

‘H

Ath.: Afleidu falla & forminu y =
vegu; annars vegar skrifa y = f(z)~! og nota grunnregluna, ' = —1 -

f2(x)f (;v),}/léﬂ)svegar meaetti nota umhverfureglu (e. reciprocal rule)
— X

f*(z)

@ er haegt ad finna 4 a.m.k. tvo

—e—

beint ' =

m Demi 4.28 Finnid jofnu snertilinu vid feril fallsins y = v/1 + 222 1 punktinum z = 2.
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Lausn Afleida y er fallio ¢/ (1+ 2:62), Az 2z svo a0 afleida y i
| ] = = —
) Y Yo ita:2 2v/it2? Vit oa? Y
r=2er
2x 2.2 4 4
y'(2) =

Jit22l,y Vit2-22 VO 3
Fallgildiiz =2 er y(2) = v1+ 2- 22 = 3. Snertilinan er

4 4 1

s Daemi 4.29 Finnid afleidur fallanna

1. f(z) = tanmx 2. f(t) =tsint —sint
m Lausn .
1. f(z) =tanmz = ST
coS T

(sinmz) cosmr — (cos ) sin )

fi(z) =

cos?
Tcos e - cos mx — (—msin ) sin T

cos? T

cos? mx + sin® mx

cos?

;r , e0a
— { cos®mx
7(1 + tan? 7z).

2. f'(t) = (t) sint + t(sint)’ — (sint)’ = sint + t cost — cost.

Hecerri afleidur falla
m Dcemi 4.30 Finnid v/, 4", og v

1. y=(3-22) 2. y=a—
= Lausn 1.
Y =7(3—22) (3 —2x) =7(3—22)5(—-2) = —14(3 — 22)°
Y = (y) = (—14(3 — 22)5) = =14 - 6(3 — 22)5(3 — 2z)" = —84(3 — 22)5(-2)
= —168(3 — 2z)°
y" = (y") = —128-5(3 — 22)*(3 — 2z)' = —624(3 — 22)*(—2) = 1680(3 — 2z)™.

2.

, 1
Yy =2r+—
X

1\ —2x 2

" o__ _ _
m __ 2_3/_ __23$2_£
N ) 26 ot

Sannproéfa dtreikninga
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m Keyrsluskrd 12

syms x
Y = (3-2xx)"7; 7 = x"2-1/%;

DY = simplify(diff(Y¥,x)) % eda diff (Y, x)
D2Y diff (DY, x)

D3Y diff (D2Y, x)

DZ = simplify(diff(Z,x))

D27 simplify (diff (DZ, x))

D3Z simplify (diff (D27, x))

MATLAB skrifar ut

Dz =

2+xx + 1/x"2

D2Y =

-168% (2xx — 3)"5
D3Y =

-1680% (2xx — 3)"4
DY =

-14x (2xx — 3)76
D2Y =

-168% (2xx — 3)"5
D3Y =

-1680% (2xx — 3)"4
Dz =

2*xx + 1/x"2

D27 =

2 - 2/x"3

D37 =

6/x"4

>>

m Daemi 4.31 Giskid a formilu fyrir n—tu afleiduna f(z),n = 1,2,3,..., fyrir fallid

f@) =3
FO@):= )=+
@) = L iy =5 = (1) o
O = L@y = 1 ()L = a2
9@ = L 0@y = 1) ()EE2 =y
@)= L) = 1 (1) () () E IR o
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Giskum 4 a0 almenn formaila fyrir n—tu afleidu sé

n!

(@) = (=1)"- s (4.11)

en hidn er rétt fyrir n = 1,2, 3,4, og meira ao segja lika fyrir n = 0, af pvi a0 0! = 1 og
(—1)° = 1. I stadinn fyrir ad reikna fimmtu afleidu eins og beer fyrstu fjérar pa faest
almennar ef vid setjum n i stadinn fyrir 4 og deildum til ad fa (n + 1)-afleidu (fimmtu
afleidu):

(@)

d n !

e ) res
nl(n+1)

=LV

(n+1)!

p+1)+1°

fr (@) =

pbar sem n!l(n+ 1) = (n + 1)!
= (-1

og ef vio setjum N = n + 1 sést

|
@) = ()N

sem er greinilega sama formilan og (4.11). Petta pydir ba ad f(*V)(z) er rétt formila
hvenzer sem f(") () gildir fyrir eitthvert n. Par sem formilan gildir fyrir n = 0,1, 2, 3, 4,
pa vitum vid ad formilan gildir fyrir n + 1 = 5. Setjum pa n = 5 en pa gildir formilan
lika fyrir n + 1 = 6. Setjum pa n = 6, pa gildir formulan gildir fyrir n + 1 = 7. Svona
er haegt a0 halda afram fyrir 611 n € N. Nt ma setja nidurstéduna fram sem reglu:

n—ta afleida f(x) = ! er gefin med formudlunni
x

(n) 1. n!
" (x) = (-1) — VneN.
n

til pess a0 haegt

m Daemi 4.32 Reiknid Ut négu margar afleidur fallsins f(z) = b
a X

sé ad giska 4 formilu fyrir n—tu afleiduna f()(z). Sannreynid sidan agiskunina med
bvi ad skoda f(* 1) (z) = d%f(n) (2).

alausn Setjum f(o) (z) = f(z) = a+1bx og deildum svo

d ~1)-b 116t
fO (@) = O ) = W RN

d 1) (-2 b2 2'b2
F () = @f(l)(fz) = 'W = (=" (a+ bx)2Ht

— P - -l — 3 ’

)= gy 2 LD (o
FO0@) = Ly = DD (8 (g, A

(a + bx)® (a 4+ bx)+1
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"
n -7 gengur fyrir n = 0,1, 2, 3,4. Deilda na formul-

Formilan f")(z) = (—1)" - (a + bx)ntt

una, og fee
e @) = £ ()
n n!b"
=(=1)" (=(n+ 1)5)W
(n + 1)1pnt+t

= (=1 n+1 SN
( ) (CL + bx)n+1+1

Vid sjaum b4 ad ef formilan (™) er rétt fyrir eitthvert n, (sem og hun er; hin er rétt
fyrirn = 0,1, 2, 3,4,) pba er hun rétt fyrir n + 1. Sér i lagi er formuilan rétt fyrir n = 4,
pa er hun rétt fyrir n + 1 = 5. Vid sjaum pa ad formulan hlytur ad vera rétt fyrir 61l
n=0,1,2,3,....

ATH ) Pessi adferd sem vid notudum hér, og 1 deeminu 4 undan, kallast prepun (e.
induction).

(i) Madur synir fram 4 ad tiltekin formila gildir fyrir n = 0, eda n = 1 eda
almennar eitthvert minnsta n = ng sem vid 4.
(i) Pa er heegt a0 fullyroa ad formulan gildi fyrir eitthvert n - petta er kallad
prepunarforsenda.
(iii) Sidan er synt meod rokleidingu par sem madur notar prepunarforsenduna,
a0 formulan gildi pa naudsynlega lika fyrir n + 1.
(iv) Pa er bid a0 syna med rakningu (prepun) ad formudlan gildir fyrir 61l n > ng.

Medalgildissetningin

m Dcemi 4.33 Beitio Medalgildissetningunni (e. Mean Value Theorem) a fallid f(t) =
2

t
cost + B a bilinu [0, z], (Hér er z 1 hlutverki b 1 Medalgildissetningunni; vid litum a
[0, 2] sem lokad bil med endapunkta 0 og x og ¢ € [0, x]) og notid pa stadreynd ad
sinx <z, Vx>0, (4.12)
til ad sanna ad cosz > 1 — % fyrir 6ll x > 0. Reyndar er pessi 6jafna lika rétt fyrir
x < 0 (Hvernig ?)
m Lausn T4aknid V lesist fyrir oll og er oft paegilegt til pess ad stytta skriftir.

2
Fallid f(t) = cost + % er samfellt a bilinu [0, z], af bvi ad pad er summa samfelldra

falla. Pad er einnig deildanlegt 4 opna bilinu |0, z[ og hefur afleidu f/(t) = —sint + ¢.
Forsendum Medalgildissetningarinnar er pvi fullnsegt: Pa er til tala c, 4 milli 0 og x
pannig ad

f(z) — f(0)
z—0

Nuer f'(c;) = —sin(c;) + ¢, og 6jafna (4.12) hefur i for med sér ad f/'(c,) > 0. Nd er
f(0) =cos0 — % = 1. Setjum pessar upplysingar inn 1 jofnu (4.13), og faum

= f(ce). (4.13)

P
COS T —_— —
5

>0
x
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og par sem z > 0 pa getum vid margfaldad med = i gegnum sidustu jé6fnu og r6dunin
(>) heldur sér. Feerum svo 1idi yfir a4 heegri hlid og faum

72
cosx>1—?, Vo > 0.

Ljost er a0 6jafnan gildir ekki ef 2z = 0, en fullyrt er ad pessi ¢jafna gildi lika fyrir
x < 0. Abending: Notid ad follin cost og 1 — % eru jafnstaeo.

Vaxandi og minnkandi {6l

m Doemi 4.34 Finnid hvar (4 hvada bilum) fallid f(x) = 2 — 42 + 1 er vaxandi og hvar
minnkandi.

m Lausn Afleida f er fallid f'(x) = 322 — 4. Fallid f er vaxandi 4 peim bilum par
sem f'(z) > 0 og f er minnkandi 4 peim bilum bar sem f/(z) < 0. Vid skulum
frekar finna bilin bar sem f er stranglega vaxandi f’(z) > 0 og stranglega minnkandi
f'(z) < 0, pad er b4 ekkert mal ad loka bilunum 1 lokin. Pattum 322 — 4 og fAum
2 2 P 9 9 4 . .

3 (m — \/§> <a: + \/§> Nullstodvarnar z; = — 5081 =& akvaroa bilin prji sem
parf ad rannsal;a; T < —%, —\2[ <zx< f o;ga: > f

L Efz < - baersgn(z— %) sgn(z+ ) = (-1)(-1) = +1.

2. Ef—% 2< xr < % ba er sgs (x — %) : sggl (x + %) =(+1)(-1) =—1.

3. Efz > 7 ba er sgn (x — %) -sgn (x + ﬁ) = (+1)(+1) = +1.
Pa sjaum vid ad fallid f er stranglega vaxandi 4 halflinunni z < \2[, stranglega
minnkandi a bilinu ——= = <z < 7 og stranglega vaxandi 4 halflinunni = > f ba
getum vid eins svarad bv1 hvar fallio er vaxandi og m1nnkand1

2
Vaxandi ef z < —7 eda r > f og minnkandief —— <z <

V3 \f

Folgin deildun
m Dcemi 4.35 Finnid j—g sem fall af = og vy, pbar sem xy — =z + 2y = 1.

m Lausn Deildum f61gid:

dy dy
1- ——1 22 =
y-l—:cdx + e 0,
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T6kum saman 1idi meo % og pattum, faerum svo adra lidi 4 haegri hlio; faum

dy
i 2)=1—
dx($+) Y

Ef x = —2 pa faum vid enga hallat6lu; adeins ad y = 1, en ef  # —2 pa faest

dy _1-y
de  2+2x

]
m Doemi 4.36 Finnid jofnu snertils vid feril jofnunnar 222 + 3y* = 5 1 punktinum (1,1).

= Lausn
1. Athugum fyrst hvort (1,1) liggi 1 ferlinum: 2-12+3-12 = 243 = 5. J4, punkturinn
(1,1) uppfyllir jofnuna, svo ad hann er 4 ferlinum.
2. Deildum f6lgid: 4x + 6y(z) - y'(x) = 0.
3. Setjum punktinn inn: 4 + 6y/(1) = 0 = /(1) = — 3 er hallatala snertilinu i (1,1).
4. Jafna snertilinunnar er L(z) =1 — %(l’ - 1).

m Doemi 4.37 Finnid jéfnu snertilinu vid feril jofnunnar x sin(zy — y?) = 22 — 1 { punkt-
inum (1,1).
= Lausn
1. Athugum fyrst hvort (1,1) liggi i ferlinum:
Vinstri hlid jéfnunnar, 1sin(1 -1 — 1) = sin(0) = 0.
Hzegri hlid jofnunnar, 12 — 1 = 0.
Jafnan er uppfyllt, svo ad (1, 1) a ferlinum.
2. Deildum f6lgid: 1 - sin(zy — y?) + x cos(xy — v?)(xy — y?)' = 22. Hér notudum vid
reglu um afleidu margfeldis og kedjureglu. Setjum (zy — y?)’ = y + zy/ — 2yy/, inn
i fyrri jofnuna og faum

sin(zy — y*) + z cos(zy — y*)(y + 2y’ — 2yy) = 22

3. Setjum punktinn inn: sin(0) + cos(0)(1+y' —2¢)=2<1—-y =2y =—1er
hallatala snertilinu vid feril jé6fnunnar i (1, 1).

)

4. Jafna snertilinunnarer L(z) =1—-1(z — 1) = —x + 2.

Stofnfoll

m Daemi 4.38 Finnum [ cos(2z)dr med pvi ad giska & ad stofnfallid sé af gerdinni
ksin(2z) + C par sem C er fasti.

mLausn Ef ksin(2x) er stofnfall cos(2x) pa parf ad gilda, ad (ksin(2x)) = k- 2 cos 2z =
cos2x. Paer k = %, og

1
/cos(2x) dx = B sin(2)z + C.

m Daemi 4.39 Notid ad cos?(z) = § cos(2z) + 3 til bess ad reikna heildid [ cos®(z) dz.



144 Kafli 4. Deildun

m Lausn Notum nidurstéduna tur sidasta deemi og gefnu jofnuna og faum

/COSQ(I') dzx = / (; cos(2z) + ;) dx

1 1 1
:2~§sin2x+§x+0

1 1
:Zsin2x+§x+c

Afleidujéfnur, upphafsgildisverkefni
m Daemi 4.40 Finnid lausn y = y(z) 4 upphafsgildisverkefninu

{y’ =x—2
y(0) =3
A hvabda bili er lausnin skilgreind ?

m Lausn Almenna lausnin er

56'2
y@) = [y(@)de =T ~22+C

par sem C' er 6akvaroadur fasti. Notum upphafsgildio til ad akvaroa C:

2

mm:%—2n+cés

svo a0 C' = 3. Pa er lausn upphafsgildisverkefnisins

2
y(z) = % —2r 4+ 3.
Lausnarfallid er annarsstigs marglioa, sem er skilgreind fyrir 61l x € R. Lausnin er
pvi skilgreind a R.

Stada, hradi, ferd og hré6dun

» Daemi 4.41 Ogn ferdast eftir z—asnum bannig ad stada hennar z 4 tima ¢ dkvardast
af fallinu z(¢) = t* — 4t + 3. Leysid ur eftirfarandi lidum:

(a) A hvada timabili 6gnin ferdast til heegri?

(b) A hvada timabili 6gnin ferdast til vinstri?

(c) A hvada timabilum feer 6gnin jakveeda hroédun (hrodun til haegri)

(d) A hvada timabilum feer 6gnin neikveeda hrédun (hrédun til vinstri)

(e) A hvada timabili eykst ferdin (e. speeding up)

(f) A hvada timabili dregur tr ferdinni (e. slowing down)

(g) Hvenar er hr6ounin nall ?

(h) Finnid medalhraoa yfir timabilid [0, 4].
Hofum mynd af fallinu til hlidsjéonar: Athugid ad 6gnin ferdast timahao eftir x—asnum,
pannig ad vid purfum ad talka grafio ut fra pvi (latrétti asinn er timinn ¢ og 160rétti
asinn er stadsetningin z)
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00 1\ 2 —4t+1

—2.0 0 W 4.0 6.0

m Lausn -0

(a) Hofum =(t) = t* — 4t + 3. Pegar v(t) > 0 ba fer 6gnin til heegri. N er v(t) =
x'(t) = 2t — 4 > 0 pegar t > 2. Ognin ferdast bvi til heegri pegar ¢ € ]2, +oo|

(b) Vid sjaum af lidnum & undan ad v(¢) < 0 pegar t < 2, pbad pyoir ad 6gnin ferdast
til vinstri pegar ¢t €] — oo, 2|.

(c) Hrodun agnarinnar er a(t) = v'(t) = 2 > 0, sem pydir ad hrodun er jakvaed fyrir
oll ¢

(d) Skv. (c) 1id er hrooun agnarinnar aldrei neikvae0.

(e) Ferd agnarinnar (e. speed) er ad aukast pegar v(t) - a(t) > 0. Par sem a(t) > 0
fyrir 61l ¢ og v(t) > 0 begar ¢ > 2 ba er hradinn ad aukast pegar ¢t > 2.

(f) Ferd agnarinnar fer minnkandi pegar v(¢) - a(t) < 0. Par sem a(t) > 0 fyrir 61l ¢
ba heegir a4 6gninni pegar v(t) < 0, b.e. begar t < 2.

(g) Medalhradi 4 timabilinu ¢ € [0,4] er v = x(4i:g(0) = 42_4'4“_4(02_4'0“) =0/4=0
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Torrcedar télur og torraed f6ll (e. franscendental functions).

To6lur sem eru lausnir 4 marglidum med rseda studla kallast algebraiskar tolur (e.
algebraic numbers). Talan —3 er algeabraisk af pvi ad hun uppfyllir jofnuna = + 3 = 0,
og /5 er algebraisk tala af pvi ad htin er lausn 4 jofnunni 22 —5 = 0. Tolur sem ekki eru
algebraiskar eru sagdar vera torreedar (e. transcendental numbers). Arid 1873 sannadi
Charles Hermite ad e veeri torraed tala og ario 1882 sannadi C.L. Ferdinand Lindemann
a0 7 veeri torraed tala. Fall y = f(z) er sagt vera algebraiskt ef bad uppfyllir jo6fnu af
gerdinni P,y" + - -- Py + Py = 0 par sem P; eru marglidur 1 breytunni z med raeedum
studlum. Fallid y = \/11? er algebraiskt af pvi ad pad uppfyllir jofnuna (z+1)y?>—1 = 0.
Hér eru marglidournar P, = = + 1, P, = 0 og Py = —1. Fo6ll sem ekki eru algeabrisk
eru kollud torraed foll (e. transcendental tunctions). Sinus og késinus eru deemi um
torraed foll. I pessum kafla kynnumst vid fleiri mikilveegum torreedum follum eins og
veldisvisisfallinu exp, natturulega logranurm In og andhverfum hornafallanna svo
sem arcsin, arccos og arctan.

5.1 Gagntcek foll

Latum f : I — R vera fall par sem Dom(f) = I C R. Setjum J = f(I). Vid hofum
dhuga a pvi hveneer tilerfall g: J — I b.a. g(f(z)) =z fyriroll z € I og f(g9(y)) =y
fyrir oll y € J. Jafngilt pessu er:

flx)=y<=gy) =2

Athugid a0 varpmengid f(/) er myndmengi fallsins, en ba gildir um fallio f : I — f(I)
a0 pao sé ateekt, og vid gerum alltaf rao fyrir ad vio vinnum med myndmengi fallanna
hér i framhaldinu, en ekki almennt varpmengi. Petta pyoir 1 raun ekkert annad en ad
vid vinnum ekki med steerra varpmengi en naudsynlegt er.

m Daemi 5.1 Vid vitum ad myndmengi sinuss er [—1, 1], en madur skrifar oft almennt
a0 sin : R — R, m.6.0. sinusfallid er raungilt fall (fallgildid y er rauntala) af einni
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raunbreytu (z er rauntala). Tékum nu eitthvert fallgildi af handahéfi ir varpmenginu
R, segjum y = 7, en audvitad er ekki til neitt z € R, pannig ad sin(xz) = 7, af pvi ad
y = 7 ekki i myndmengi sinussins. Pess vegna segjum vid ad sin : R — R sé ekki
ataekt fall. Hins vegar er fallid

sin: R — [—1,1]

ataekt fall, af pvi ad ef vio veljum einhverja t6lu ir myndmenginu t.d. y = 0.9, pa er til
tala = dr formenginu pannig ad y = sin(z); reyndar eru til 6endanlega margar télur ur
formenginu R pannig ad sin(x) = 0.9 af bvi a0 sin(x) = sin (z + 27k), k € Z. n

Fall f : A — B er sagt vera gagntaekt (e. bijective, one-to-one onto) pd
og bvi adeins ad pad sé eintaekt (e. one-to-one, injective) og ataekt (e. onto,
surjective), p.e. f(A) = B.

Setjum petta fram i tveimur jafngildum skilgreiningum:

Skilgreiningar 5.1.1 og 5.1.2 eru jafngildar.
Skilgreining 5.1.1 Fall f : I — J, bar sem J = f(I), er sagt vera gagntsekt ba og
pvi adeins ad, ef af 1, z9 € I, 1 # x9, leidir ad f(x1) # f(x2).

| Skilgreining 5.1.2 A0 pvi gefnu a0 f sé ateekt fall, pa er f gagntaekt fall, ef

af f(a:l) = f(xg) leiéir, ad 1 = I9.

ATH) Fall f: I — J er gagnteekt b4 og bvi adeins ad fyrir sérhvert y € J hafi jafnan
y = f(x) 6tvireett akvardada lausn = € I. Eftiler y € J b.a. y = f(z) hafi enga
lausn = € I, pa er f ekki ataekt fall, og ef jafnan y = f(x) hefur fleiri en eina
lausn i I, segjum z1,25 € I, 21 # 2, 08 y = f(x1) = f(z2), ba ef f ekki eintaekt
fall.

Petta sidara pyoir fyrir feril fallsins ad sérhver larétt lina sker grafid i mesta lagi
einu sinni.

mDeemib5.2 Gefiderfallio f : R — R, f(x) =2z +30gg: R — R, g(z) = (x — 3)/2.
Pa er ljost ad g(f(z)) = g(2x +3) = 2z +3 —3)/2 = z og f(g9(x)) = f((z —3)/2)
2(x—3)/24+3 =z fyriroll z € R.

mDeemi 5.3 Synum ad f : R — R, f(x) = 2z + 3 sé gagnteekt fall. Jafhan y =22 + 3

hefur 6tvirett akvoroudu lausnina x = (y —3)/2 fyrir sérhvert y € R svo f er gagnteekt.
Sja deemid a undan. "

m Demi 5.4 Fallid f : R — R, f(z) = 2? er ekki gagnteekt fall. Vid sjaum t.d. ad
larétt lina ofan vid z—as sker feril fallsins tvisvar, svo fallio getur ekki verido gagn-
teekt. Einnig hefur jafnan ekki 6tvirsett dkvardada lausn; ef vid leysum y = 22 fyrir
x fdum vid x = £,/y. Einnig sjdum vid t.d. ad af —1 # 1 leidir ekki f(1) # f(—1), bvi
F1) = f(=1) = 1.

Einnig: Ef madur tekur eftir pvi 4dur en nokkud annad er gert, ad myndmengi
f(x) = 2% er [0, +o0[, b4 brestur forsendan fyrir pvi ad fallid geti verid gagnteekt strax
i byrjun. "
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Skilgreining 5.1.3 Fyrir gagntaekt fall f : I — J skilgreinum vid fallid f~':J — I
med formulunni f~!(y) = x ef y = f(x). Fallid f~! er kallad andhverfa fall f eda
bara andhverfa (e. inverse) f. Pa0 er ekki erfitt ado sja ao

) =2 <= f(z)=y.

m Doemi 5.5 Fallid f : R — R, f(z) = 2z + 3, hefur andhverfuna f~! : R — R,
Fl@) = (z—3)/2. .
m Daemi 5.6 Fallio f : R — [—1,1], f(z) = sinx er ekki gagntaekt fall pvi jafhan
y = sin(x) hefur 6endanlega margar lausnir fyrir sérhvert y € [—1, 1]. Af hverju hafa
samt margar reiknivélar takka sem 4 stendur sin~!? Vid skodum betta nanar sidar. m

Nokkrir mikilveegir eiginleikar gagntaeks falls f : I — J og andhverfu pess
f~':J—TIeru:

Regla 5.1.1
W) fz) =y <> i @) ==
(2) Formengi f~! er myndmengi f.
(3) Myndmengi f~! er formengi f.
(4) f~1(f(x)) = z fyrir 6ll x € I = Dom(f).
5. f(f~(y)) =y fyriroll y € J = Dom(f~1).
6. (f~H~Yz) = f(z) fyrir 61l x € J = Dom(f) svo (f~1)~! = f.
7. Graf fallsins f~! faest med bvi ad spegla graf fallsins f um linuna y = z.

Eins og vid sdum 4dur er fallid f : R — [0, +oo], f(z) = 22, ekki gagnteekt
og hefur pvi enga andhverfu. Med bvi ad minnka formengi f 4 [0, 400 (ann-
ar moguleiki veeri | — oo, 0]) getum vid samt skilgreint andhverfu pessarar
svokolludu einskordunar (e. restriction) fallsins f a [0, +oo[. Andhverfa
bessarar einskordunar er g(z) = \/z. Svipad er gert fyrir hornaféllin sin,
cos og tan; vid tokum minna formengi.

Afingar 5.1

Afing 5.1.1 Skodum fallid f(z) = 2 + 2°.
(i) Synid ad fallio er andhverfanlegt.
(i1) Finnid f~1(2).
N
(iii)) Finnid I (2)
Abending: heagt er ad leida ut jofnu fyrir afleidu andhverfunnar i f (z) med
bvi ad nota f~!(f(z)) = = og kedjuregluna.

/fing 5.1.2 Akvardid formengi I og myndmengi J eftirfarandi falla og akvardid
andhverfur f~':J — I.
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@) (1i1)

fl@)=c—1 f@) =1

.. (iv)

(i1) [ 22+1, >0
fx)=1+ ¥z fla) = z+1, x<0

/fing 5.1.3 Skodum fallid f: I — J, f(z) = vz — L.
(i) Akvardid steersta mogulega I (formengishefdin) og minnsta mégulega J (mynd-
mengio).
(ii) Synid ad f(x) sé andhverfanlegt og finnid formulu fyrir andhverfunni f~!(z).
(iii) Hvert er formengi og myndmengi fallanna f(x) og f~!(x).
(iv) Teiknid f(x), f~'(z) og g(r) = = 4 sému mynd.

I Afing 5.1.4 Synid ad fallid f(z) = = + 23 er andhverfanlegt og finnid f~!(-2). =

5.2 Andhverfur hornafalla

Fallid sin : R — [—1, 1] einskordar madur a [—7/2, 7/2] og kallar andhverfu einskord-
unarinnar arcsin. P.e. arcsin(y) = z, par sem —1 < y < 1, er bad 6tviraett akvardada
x € [-7m/2,7/2] b.a. sin(z) = y.

Fallid cos : R — [—1, 1] einskordar madur a [0, 7| og kallar andhverfu einskordun-
arinnar arccos. P.e. arccos(y) = z, par sem —1 < y < 1, er pad 6tvirett akvardada
z € [0, 7] b.a. cos(z) = y.

Fallid tan einskordar madur a | — 7/2,7/2[ og kallar andhverfu einskordunarinnar
arctan. P.e. arctan(y) = z, par sem y € R, er bad 6tvirett dkvardada = €| — /2, 7/2[
b.a. tan(z) = y.

Sumar reiknivélar nota sin~! fyrir arcsin, cos™! fyrir arccos og tan~! fyrir arctan, pé ad
pad sé ekki alveg rokrétt.
m Deemi 5.7 arcsin(sin(27)) = 0 pvi sin(27) = sin(0) og 0 € [—7/2,7/2]. n

m Deemi 5.8 Latum f : I — J vera gagnteekt deildanlegt fall. Nu er f~1(f(z)) = =
fyrir 6ll = € I og med kedjureglunni feest

_ 4 _4d. _d! )
1= = L) = T () @)
svo
df 1 1
Notum petta til pess a0 deilda arccos. Nu er
1= 4 arccos(cos(z)) = arccos’(cos(z))(— sin(z))

dx



5.2 Andhverfur hornafalla 151

sSvo

'(cos(x)) = !
arccos (cos(x)) sn(z)’

notum nu regluna cos?(z) + sin?(z) = 1 sem vid umritum sin(z) = /1 — cos?(z) (Ath.
x € [0, 7] svo sin(z) > 0). Latum y = cos(x), pa verdur jafnan hér ad ofan

-1
1—y

arccos’(y) =

]
m Deemi 5.9 Latum I C R vera opid bilog f : I — J, J = f(I), vera deildanlegt fall
b.a. f'(z) > 0 fyrir 61l z € I. Synid ad f er gagntaekt fall?
m Lausn Samkveemt Reglu 4.4.1 bls. 121 er f stranglega vaxandi, sem pyoir ao ef

x1,x9 € I, x1 < x9, pa er f(z1) < f(z2), svo jafthan y = f(z), pbar sem y € f([), hefur
6tviraett akvardada lausn x.

Afingar 5.2

Afing 5.2.1 Latum f : I — J vera gagntaekt deildanlegt fall. Pa er f~!(f(z)) =z
fyrir 61l = € I og med Kedjureglunni feest

d o

d . /
1= —2— = (f@) = Z—(f@)f @

Svo
df 1 1

Notio petta til pess a0 leida 1t hver afleida fallsins arcsin er.
Abending: Pad geti komid ad gagni ad skoda daemi 5.8. m

Afing 5.2.2
(i) Feerid rok fyrir pvi ad tan 2 sé andhverfanlegt ef formengi pess er einskordad
vio bilid | — /2, 7 /2].

(i1) Synio ad di(arctan T) =

XL

1+ a2
o1 1
(iii) Notido Kedjuregluna til ad syna ad afleida — arctan Y mtt. xer PR ef
a a

a? + x2
a # 0.

Afing 5.2.3 Latum |z| < 1. Teiknid mynd af rétthyrndum prihyrningi meo larétta
skammhlid med lengd = og 160rétta skammhlid med lengd /1 — 22 og ba langhlid af
lengd 1. Veljum horn # pannig ad sin = x. Pa er § = arcsin x.
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(1) Synid (myndraent) ad einnig gildi

T
0 = arctan [ — |.
(\/1 —x2>

(i) Er heegt ad gefa 6 meo arccos fallinu ?

5.3 Veldisfoll og lograféll

Byrjum a ad rifja upp veldisreglur og reiknireglur fyrir veldisfoll.

Veldareglur
Efa >0, paer

a’ =1
a®=ga-a---a fyrir neN
—_——

n sinnum

a =L fyrir neN
a™™ = Yam fyrir neN og meZ

Reiknireglur fyrir veldisfoll
Efa>00gb>00gx,y€R,paer

G a=1 (i) o*tY = a®a¥

1 . —y __ a®
(1) a = @iv) a® y—g—y

v) (a®)Y =a™ (vi) (ab)® = a®b"

Vid skooum nd nokkur markgildi fyrir fallio o”:

s Dcemi 5.10

Ef a>1, paer lim a*=0 og lim a” =00
r——00 T—r00

og

Ef 0<a<1, paer lim a®* =00 og lim a” =0.
r—r—00 T—00

Skilgreining 5.3.1 Ef ¢ > 0 og a # 1, ba kollum vid fallid log, (z) logrann af x med
grunntoélu a og skilgreinum pad sem andhverfu fallsins a*. Sem sagt

y=log,(z) & x=a"

Reiknireglur fyrir logra
Efz>00gy>0,a>0,0>0,a#10gb+#1,paer

i) log,1=0 (ii) log,(zy) = log,(z) + log,(y)
(iii) log, (%) = —log,(z) (iv) log, (%) = log,(z) — log,(y)
_ log(z)

(v) log,(z¥) =ylog,(z)  (vi) loga(x')—log @
b
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Sérstaklega er jafna (vi) gagnleg pvi i einn logri, hinn svokalladi nattirulegi logri eda
In fallid, gefur med henni af sér alla adra logra. Meira um pad i naesta kafla.

Skodun nd nokkur markgildi fyrir logra fallio:

Ef a > 1, ba ml—1>%1+ log,(x) = —o0 og xgl;noo log,(z) = o0
0g
Ef 0<a<1, ba xg%l—i- log,(z) = o og Jim. log,(z) = —o0.

Afingar 5.3

Afing 5.3.1 Einfaldid eins og skynsamlegt er:

(a) log% 3%z (c) 2lo8s8
(b) a74b3/272/(ab72)74 (d) 2logs 12 —4log;6

Nattarlegi logrinn In og exp fallid
I pessum kafla sénnum vid meira en hingad til { peim tilgangi ad &fa sterdfreedilega
roksemdafaerslu.
Skilgreining 5.4.1 Vid skilgreinum fallid In : |0, +0o] — R fyrir ¢ > 1 sem flatarmalid
| a milli ferlanna x =1,z =t og y = 1/t, og fyrir 0 < ¢t < 1 sem minus flatarmalio &
milli ferlanna z =1,z =t ogy = 1/t.

Flatarmalid er yfirleitt ritad sem akveoio heildi

1
In(z) := . Edt'

Fallio In er kallad nattarlegi logrinn eda nattaurlegi l16garipminn (e. natural
logarithm).

Regla 5.4.1 Fallid In er deildanlegt og

iln(au) = 1

dx a8

Sonnun. Me0d pvi ad bera saman flatarmal, sja Mynd 5.1, sést a0 fyrir h > 0 gildir

h 1 In(x +h) —In(z) 1
) —1 n -
$+h<ln(x+ ) n(:c)<$ & $+h< W <

og par sem

1 .
lim = lim — = — D4 gildir samkvaemt Klemmureglunni ad
h—0+x+h h=0+x T
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Mynd 5.1: Flatarmalid sem afmarkast af ferli fallsins f(z) = 1/x og z—&snum 4 bilinu [z, z + h] er minna en

flatarmal rétthyrnings grunnlinu h # 0 og haed % en er steerra en flatarmal rétthyrnings med grunnlinu h og heed
1
x+h

54 Flatarmal steerri rétthyrningsins med grunnlinu
hogheed 1/xer h
X

8=

x+h

z+h

Flatarmal minni rétthyrnings med grunnlinu h
og haed 1/(x+h) er h
x+h

In(x +h) —In(z) 1

Tilvikid i < 0 er skodad med somu adferd sem gefur hli%l W = bvi er
S0
In deildanlegt og hefur afleidu In'(z) = 1/z. [ |
Mikilveegustu eiginleikar fallsins In eru:
Regla5.4.2 Ef z,y e R,z > 00gy > 0, paer:
(1) (iii)
In(zy) =Inz +Iny In (x) =lnz—-Iny
.. Y
(i) :
1 @iv)
In <U> = —Iny In(z") =nlnz fyrirn € Z

Sonnun. Augljést er ad lidir (iii) og (iv) leida beint af lidum (i) og (ii). S6nnun fyrst (i):
Latum y > 0 vera fasta og skodum fallid f :]0, +oo[ — R,

f(z) =In(zy) — Inz.
P4 er f deildanlegt og samkveemt Kedjureglunni er

1
fl(z) =I'(zy)y —In'z = x% -—=0

En ba er fallid f fastafall, f(z) = C fyrir 61l x > 0, og pbar sem

C=f1)=Iny—Inl=Iny—0=Iny
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er
f(z)=In(zy) —Inz=C =1Iny

fyrir 611 x > 0. Par sem pessi roksemdafaersla er 6hao y, pa er
In(zy) =Inxz +1Iny

fyrir oll z,y > 0.

Sénnum (ii) — Synum ad In <1> =—Ilny:
Yy

Skilgreinum fallid g :]0, +00[— R, g(z) = Inz + In <1) .
x
Fallio g deildanlegt og samkveemt Kedjureglunni gildir
1\ —1 1 1 -1 1 1
‘B =l'z+ln(-) 5 =-4——F==—
g(z) nm+n<$) 2 a:+1/a::v2 Tz
svo ao g er fastafall, p.e. g(x) = C fyrir 61l z > 0. Af pvi ad

1
g(l)—lnl—l—ln(l) =0+0=0 baer

0=g(z)=Inz+In <1> < In (1) =—Inz

x x
fyrir 61l z > 0. |

I Reglu 5.4.1 sdum vid ad In er deildanlegt fall og ad

1
Inffz==>0
T

fyrir 61l x > 0, svo ad In er stranglega vaxandi fall 4 |0, +oo[. Auk pesserIn2 >1In1 =0
og fyrir 61l n € Z gildir

lim In2" = lim nln2 =400
n—-+00 n—-+0o

svo vid hofum naudsynlega ad

lim Inxz = +o00.
T—+00

Einnig gildirad In1/2 <Inl1 =0 og fyrir6ll n € Z er

1 n
lim In <2> = lim —nln2=-

n—-+o00 n—-+o0o

svo vio hofum naudsynlega ad

lim Inz = —o0.
r—0+

Af pvi ad In er stranglega vaxandi samfellt fall er pad einnig gagnteekt, sem sagt,
er fyrir sérhverja tolu y € R til ndkveemlega eitt z > 0 p.a. Inz = y.
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N1 nytum vid petta til ad skilgreina nytt fall, exp : R —]0, +-00[ med
exp(z) =y nadkvaemlega pbegar Iny =z,

p.e. exp er andhverfa In. Pao pyoir ao
exp(In(z)) =z fyrirollz >0

og
In(exp(y)) =y fyriroll y € R.

Mikilveegustu eiginleikar exp fallsins eru:

(5.1)

Regla 5.4.3 Fyrir oll z,y € R gildir

(1) exp(z +y) = exp(z) exp(y) (ii) exp(—z) = 1( )
exp(x

Sonnun. Vido héfum

In(exp(z +y)) =z +y og In(exp(z)exp(y)) = In(exp(z)) + In(exp(y)) =z +y

og af pvi a0 In er einteekt fall pa feest ad

exp(x +y) = exp(x) exp(y).

Viod hofum lika ad
In(exp(—z)) = —z og In <exp(:17)) = —lIn(exp(z)) = —x
svo ad
(~a) = —
exp(—x) = @)’
[ |
Regla 5.4.4 exp'(x) = exp(x)
Sonnun.
exp/(z) = lim exp(z + h) — exp(z) ~ lim exp(z + h) — exp(z)
h—0 h h—0 r+h—z
— lim exp(z + h) — exp(x)
k>0 In(exp(x + h)) — In(exp(x))
1
~  In(exp(z + h)) — In(exp(z))
lim
h—0  exp(z + h) —exp(x)
— e~ Tear — @)
~ In'(exp(z))  1/exp(z) CXPAL)-
[ |

Vid notum nuna exp fallio til pess a0 skilgreina almenna veldisvisa a sterofreedilega

nakveeman hatt:
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Skilgreining 5.4.2 Fyrir allar rauntélur a og x p.a. a > 0 skilgreinum vio
a” = exp(xIn(a)).
Fyrir alla veldisvisa par sem
wzm, meZ, neN,
n

kemur petta heim og saman vid veldisvisa eins og vid pekkjum b4,
Vam = a% = exp(*- In(a)).

Ef vid skilgreinum ndna t6luna
e =exp(l) = 2.718281828459. . .,

b.e.

ba gildir
e® = exp(zIn(e)) = exp(z).

Petta er astadan fyrir pvi ad madur ritar oft

T

e’ istad exp(x).

Talan e er kollud tala Eulers (e. Euler’s number).

Aifingar 5.4

Afing 5.4.1 Leysio fyrir x:

(a) 2ot =3 (c) 3% =27
(b) 2= — 7/8m+4 (d) 34—x — 435—3

I Afing 5.4.2 Leysid ¢jofnuna In(z? — 2) < Inx

Veldisvoxtur og logravoxtur

Vid setlum ad syna ad fyrir a,b > 0 vex veldisvisisfallid exp(bz) hradar en nokkurt veldi
2 begar x stefnir 4 +oo og ad lografallid In(2?) vex haegar en nokkurt veldi 2* begar =

stefnir & +o0o. Nakvaemlega setlum vid ad syna ad
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Regla 5.5.1 Veldisfoll vaxa miklu hradar en marglidur og marglidur vaxa miklu
radar en lograr.

(A)
) ebm
lim — = 4o
z—+oo 2
(B)
s

lim

T—+00 ln(xb) = too.

Skodum fyrst fyrra markgildio
bx
lim —, parsem a,b> 0.
r—+oo @
Fyrst attum vio okkur a pvi ad med breytuskiptunum ¢ = bz /2 (ath. ¢ stefnir &4 +o0o
pegar z stefnir 4 +o00) faest

. _ . t _
e OP0/2) = B € = oo

Skilgreinum fallid f :]0, +oo[ — R,
bx/2 bx/2
f(z) = eT = 61 5= eh?/2 o=@ — oxp (b /2 — aln(z)).
x e(l n(x

Fallid f er deildanlegt og

f'(z) = exp(bx/2 — aln(z)) - (g - z) >0 fyrirz > 2?&,
svo f er stranglega vaxandi a bilinu |2a/b, +0c[ og bar med f(x) > f(2a/b) > 0 fyrir 611
x > 2a/b. Par med er ljést ad

lim ﬁ = lim e"/2f(x) > f(2a/b)- zgr—&r-loo P2 = f(2a/b) - (+00) = 400.

r—+oo % T—+00

Skodum nu seinna markgildio. Med pvi ad nota breytuskiptin ¢ = In(z), jafngilt
x = e, (ath. t stefnir 4 +oo pegar x stefnir 4 +o0) feest nu

o ] (et)a ) eat

eat

1 . 1
ac—l>I—|I—100 ln(xb) o t—}gloo ln((€t>b) o t—}gloo E - 5 t—lgI-gloo T+ 8 ' (+OO) = oo

m Dcemi 5.11 Reiknum fyrir a > 0 ad

. z? . 1 1
xEI—lr—loo er xgrfoo er/xe  lim e%/x0 1/(#00) =0.
T—>+00

m Dcemi 5.12 Reiknum fyrir a > 0 ad

In(x) 1 1
B T ol 2%/ In(z) hrf 29/ In(x) /(+00)
T—>+00
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m Daemi 5.13 Reiknum fyrir a > 0 med breytuskiptunum ¢ = —z a0

lim |z|%e”

= lim e —t/*= lim — =0.
T——00 t——+00

m Daemi 5.14 Reiknum fyrir a > 0 med breytuskiptunum ¢ = 1/x ad

() = lim n(1/t) _ _ lim In(t) =0.

lim z%In
z—0+ t——+o00 ta t—4oco @

Afingar 5.5

Afing 5.5.1 Finnid markgildin

(1) (ii)

3e® — 2 ]
im lim zln(z)
z—+oco 4e® + 1 z—0+

5.6 Lausnir @ véldum dcemum

m Deemi 5.15 Synid ad follin f séu eintzek og reiknid tut andhverfur peirra f~!. Til-
greinid formengi og myndmengi f og .
() f(z) = (1 - 20)?
(i) f(z) = %H
= Lausn
(i) Fallid f(z) = (1 — 22)3 hefur formengi Dom(f) = R, og afleida f er fallid
Fz) = 3(1—22)% (=2) = —6(1 —22)? < 0 fyrir 6ll 2 € R\ { 1 } Par sem
ad f'(z) < 0 fyrir oll = > % og oll x < % ba er f(1/2) hvorki hagildi né laggildi
(heldur er x = % sodulpunktur). Pa er fallid eintaekt a4 6llu R og par med and-
hverfanlegt.

Myndmengid er greinilega allt R; taknum bad R(f) = R. Vid vitum nina
ad andhverfan f~! er til, sem er skilgreind 4 myndmengi f og tekur gildi i
formengi f. Setjum bviy = f~!(z) sem er jafngilt f(y) = x. Petta gefur jofnuna
z = (1 — 2y)*. Drogum pridju reetur og faum z'/% = 1 — 2y, einangrum svo y ur
jofnunni og faum

. - ¥z
) =y=—5—

Nt er Dom(f~!) = R(f) = Rog R(f~!) = Dom(f) = R.
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i) Fallid f(z) — 1i

ATH Onnur leid til ad sja ad fallid er eintaekt, en bad er meiri vinna, er ad
gefa sér x; og x5 ar R bannig ad f(x;) = f(x2). Svo parf ad syna ad pa
gildi naudsynlega x; = z2. Fyrir deemid hér ad ofan faest ad ef f(z;) =
(1—221)% = (1 —222)% = f(x2), baer (1 —2x1)% — (1 —222)% = 0. Vid getum
svo notad regluna um mismun teninga a® — b = (a — b)(a® + ab + b*) med
a=1-2z;08b=1—2x,, og af pvi ad a® + ab + b> # 0 pa faest a = b p.e.
1—2x, =1 — 2z, sem gefur loks ad z; = z».

er skilgreint alls stadar nema i punktinum =z = —1, svo

Dom(f) =R\ { —lx}. Afleida f er fallid

—1

f’(;r) = m;

og bar sem (1 + )2 > 0 4 formengi f ba er f'(z) < 0, Vo € Dom(f). P4 er fallid
stranglega einhalla (stranglega minnkandi) og er par meo gagnteekt; hefur par
med andhverfu f~! sem er skilgreind 4 myndmengi f, og myndmengi f~! er

Dom(f). Setjum bdy = f~(z) & 2 = f(y). FAum

! S 1+ 14:) L 1
Xr= —— = — = — — 1.
1+y Ve TYT

Pa er f1(z) = % — 1. Vid sjdum ad Dom(f~1) = R\ {0 }. P4 feest

Dom(f~") = R(f) =R\ {0} og R(f') =Dom(f) =R\ {—1}.

ATH ) Nokkur ord um myndmengi falls f. Ndkvaemara ordalag er; myndin af menginu

A undir fallinu f er mengid f(A). Pegar talad er um myndmengi falls f 4n pess
a0 geta formengis f, pa fellur pad undir formengishefdoina ad alltaf er att vid
steersta mogulega formengid sem formulan fyrir fallinu f leyfir. Utgildissetningin
segir nakvaemlega ad ef f er samfellt fall 4 lokudu og takmaorkudu bili [a,b] ba er
myndin af bilinu, undir f, lokada takmarkada bili0 [ fuin , fmax |, bar sem fui, er
leegsta gildi sem fallid f tekur 4 bilinu [a,b] 0g fmax er heesta gildi sem fallio f
tekur 4 [a,b]. Knopp framsetning & utgildissetningunni er:

Ef f:[a,b] — R er samfellt, ba er f([a,b]) = [ fmin » fmax]-

m Dcemi 5.16 Metid arcsin (v/3/2) 4n pess ad nota vasareikni.

m Lausn Fallid arcsin z er skilgreint a bilinu [—1, 1] og hefur myndmengi [—7/2,7/2].
Par sem sin (7/3) = v/3/2 b4 er arcsin(v/3/2) = 7/3.

m Daemi 5.17 Synid ad follin arcsin(x) og arctan(z) eru stranglega vaxandi foll & for-
mengjum sinum, en arccos(z) er stranglega minnkandi & sinu formengi.

m Lausn Setjum f(z) = arcsin(z), g(x) = arctan(z) og h(x) = arccos(x).
(i) Fallid f(z) = arcsin(z) hefur formengi Dom(f) = [—1, 1] og afleidu f'(z) = \/11_?

Vid sjaum ad f’ er skilgreint 4 opna bilinu | — 1,1[. A pvi bili er v/1— 22 > 0 og
pbar med er f'(z) > 04a]— 1,1[. Vardandi endapunktana —1 og 1, pa hofum vid ad
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f(=1) = —7/2 og fyrir h > 0 gildir ad f(—1+ h) > f(—1). Til ad sja petta alveg
6yggjandi pa getum vid notad Meodalgildissetninguna: f er samfellt 4 [—1, 1], og
deildanlegt &4 ] — 1, 1], svo ad ao til er ¢ 4 milli —1 og —1 + h pannig ad

FELED =D _ gy

Par sem f'(¢c) > 0 og h > 0 ba verdur ad gilda ad f(—1+ h) — f(—1) > 0, sem
gefur ad f(—1+ h) > f(—1). Med samskonar rokum faest ad f(1) > f(1 — h) par
sem h > 0. Samantekid pyoir petta ad f er stranglega vaxandi 4 Domf = [—1, 1].
(ii) Fallli’(‘) g(x) = arctan(z) er skilgreint 4 bilinu | — /2, 7/2[ og hefur afleidu ¢'(z) =

Par sem 1 + 22 > 0 fyrir 61l z, ba er ¢’'(x) > 0 fyrir 611 2 € Dom(g). Petta

14 22
byoir ad g er stranglega vaxandi fall 4 | — 7/2, 7 /2]
(iii) Fallid h(x) = arccos(z) hefur formengi Dom(h) = [—1,1] og afleidu h'(z) =
A= Petta er hallatala arcsin fallsins med neikvaedou formerki. Vid fa-
—

um pvi med samskonar reikningunum og i (a) 1id ad h er stranglega minnkandi a
formengi sinu.

m Dcemi 5.18 Leysio upphafsgildisverkefnio

1
{y’(z) =
y(0) = 1.

m Lausn Stofnfall y/(z) = T2 y(x) = arctan(z) + C, bar sem C er 6akvardadur

fasti. Petta er pvi almenn lausn. Til ad leysa upphafsgildisverkefnid purfum vid ad
dkvaroda C. Notum okkur ad lausnarferillinn liggur i gegnum punktinn (0, 1) og faum

y(0) = arctan(0) + C =0+ C = 1.
Lausn a UGV er pa

y(z) = arctan(zx) + 1.

m Dcemi 5.19 Einfaldid

1) 373 (i) 1 C1:490/2 (iii) 10~ logio(1/@)
V35 2
= Lausn
(1)
3 3
53? — ;W — 33-5/2 _ 31/2

(i)

Ny 2 2 (4/2)" = Lo,
2 27 27
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(iii) Athugum fyrst ad fyrir « > 0 og z > 0 eru f6llin log,(x) og a* andhverfur og
pess vegna gildir sér 1 lagi ad a!°%(*) = z. Einnig notum vid lograregluna
log,(1/z) = —log,(r) eda regluna log,(1/x) = log,(z~ 1) = —1 - log(x). Vid fAum
med pessum reglum ad

10*10g10(1/90) — 1010g10(:r) = .

m Daemi 5.20 Notid veldisfallid 10” og log(z) = log;y(x) og reiknivél til ad reikna ut:
i) 3Y2 G log,(3)=5.

m Lausn
(i) Setjum um y = 3V2, Tékum tiulogra af badum hlidum, notum lograregluna
log(a®) = blog(a), og fAum

log(y) = v21log(3)
— 1.414213562373005 - 0.477121254719662
— 0.674751349321015.

ba fest
y = 100-674751349321015 _ 4 7988()4387837413.

(ii) Lausn 1: Athugum fyrst ad log,(3) = 5 pydir pad sama og x° = 3. Tékum tiulogra
af seinni jofnunni og faum

log(3
log(2”) = log(3) b.e. log(z) = °g5() = 0.095424250943932.

Paer

x = 10'08(®) — 1(0-095424250943932 _ | 945730939615517.

Lausn 2: Athugum ad samkvaemt lograreglu er log,(3) = }22“8 Hér er a = 10
og vio faum pvi

log(3)
| 3) =

¢ — 10%°8(@) — 10log(3)/5 _ 1(0-477121254719662/5 _ 1(10.095424250943932

1y o log(xz) =log(3)/5 <«

sem gefur z = 1.245730939615517.

ATH I MATLAB b4 pydir 1og bad sama og In, bad er ad segja logri med grunntslu
e. Til pess ad MATLAB skili tiulogra af t6lunni 3 parf annad hvort ad skrifa
log(3)/1log(10) eda 1ogl0 (3). Hvort tveggja gefur 0.477121254719662. Til ad
sja pao svart 4 hvitu ad 1og sé nattarlegi logrinn i MATLAB b4 viljum sja ad
In(e) = 1 gildir. P4 parf ad skrifa exp(1) 1 stadinn fyrir e, og 1og (exp (1)) gefur
1.

s Daemi 5.21 Einfaldid an vasareiknis:
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() e3/Ved (i) In (61/262/3) (iii) >
= Lausn
(1)
63/\/675 _ 63/65/2 _ 63—5/2 _ 61/2.
(i) 1 2 1 2 7 1
ln(el/zez/?’):lnel/2+ln62/ §lne—|—§lne—§ g—gzlf
(iii) €5n@) = (@) = 25 Einnig med veldareglum: €52 (e )
]
m Daemi 5.22 Deildid follin og einfaldid eins og skynsamlegt er
(i) y=e* (i) y = In(3z — 2) (iii) y = In|secx + tan x|
= Lausn
@) v = L(e5) = €5 . L (5z) = 5e>.
3
‘s d d —
(i) ¢ = £(In(3z - 2)) = 3x—2.%(3$_2)_3x—2'
(iii) Rifjum upp ad 2 |z| = ’ ‘ Notum einnig
l t
(a) secr = —— og pa (secx) = % _anT tan x secz,
s cos?x  cosx
b = ——— =sec’z.
(b) (tanz) g sec® x
Faum
a4 (In|secz + tan z|)
Y= dr
1 (Jsec + tan o]
=———— —(|secx + tanw
|secx + tanz| dx
1
_ |secz + tan x| -i(secx+tanx)
|secr +tanx| secx +tanx dr
1 2
=————  (tanxsecx + sec” x)
secx + tanx
sec
= —— - (tanx +secx)
secr +tanw
1
=secr = :
Cos T
Vid vitum pa framvegis a0
1
/ dxr =In +tanx| + C
cos cos
]
m Dcemi 5.23 Notid Reglu 5.5.1 til ad meta markgildin
(1) lim 2%e7® (i) lim z %€ (iil) lim zlnzx
r——+00 r—+00 x—0t

m Lausn Vid notum e.f. nidurstodur:
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Regla 5.5.1,a,b € R

bx 20
. € . B
@ lim o= oo, ®) i s e
(1) ;
1 1
lim 2%¢ %= lim — = lim _ sky. (4)
T—>+00 r—+oo e¥ —>+00 635/.%3 lim em/xg

r——+00

Hér notudum vido Reglu 5.5.1 (A) i sidustu jofnunni med b = 1 og a = 3.

(ii) i
lim z 3% = lim = <@ 400
(iii) |
lim zlnz " :/t lim —1In(1/t) = lim —wmt S S sky. (B) 0
z—0t t—+oo t—+oo ¢t 11£rn t/Int
—+00
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6.1 Hdgildi og laggildi

Regla 6.1.1 Latum f vera raungilt fall. Madur segir a0 fallio f hafi:
1) Heesta gildi i punktinum xy € Dom(f) ef f(zo) > f(z) fyrir 61l x € Dom(f).
ii) Leegsta gildi i punktinum zy € Dom(f) ef f(zo) < f(z) fyrir 61l x € Dom(f).
iii) Stadbundid hagildi 1 punktinum zy € Dom(f) ef til er 2~ > 0 b.a.
f(zo) > f(x) fyrir 6ll z €]zg — h, zo + h[NDom(f).
iv) Stadbundid laggildi i punktinum zy € Dom(f) ef til er ~ > 0 b.a.
f(zo) < f(x) fyrir 6ll z €]zg — h, zo + h[NDom(f).

Ef f hefur hdgildi i xo € Dom(f), pd hefur f edlilega stadbundid hdgildi
[ xo og ef f hefur ldggildi i xo € Dom(f), pd hefur f edlilega stadbundid
laggildi i x.

Vid s,ko’éum hérbara foll f : [a,b] — R, a < b, sem eru samfelld a [a, b] og deildanleg
a]a,b|. I pessu mikilvaega sértilfelli gildir

Regla 6.1.2
i) Ef f hefur stadbundid hagildi eda stadbundid laggildi i zy € ]a, b[ (ath. innri
punktur), ba gildir f/(z() = 0.
ii) Ef til er o > 0 b.a. f'(x) > 0 fyrir 6ll x €|z — h,xo[ og f'(z) < 0 fyrir 6l
x € |xg, xo + h[, ba hefur f stadbundio hagildi i .
iii) Ef til er A > 0 b.a. f/(z) < 0 fyrir 6ll x €]xg — h,xo[ og f'(x) > 0 fyrir 611
x €xg, o + h[, pa hefur f stadbundid laggildi 1 xo.
iv-a) Eftiler h > 0 b.a. f/(z) < 0 fyrir 6ll z € ]a, a+ h[, b4 hefur f stadbundid hagildi
ia.
iv-b) Eftiler h > 0 b.a. f'(z) > 0 fyrir 61l € |b — h, b[, pa hefur f stadbundio hagildi
ib.
v-a) Eftiler h > 0 b.a. f/(z) > 0 fyrir 6ll = € ]a, a+ h[, ba hefur f stadbundid laggildi
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ia.
v-b) Eftiler h > 0 b.a. f/(z) < 0 fyrir 6ll x € |b— h, b[, ba hefur f stadbundio laggildi
ib.

Sonnun. Leidir allt af Reglu 4.2.5 um utgildispunkta a bls. 116 og Reglu 4.4.1 um
vaxandi og minnkandi foll & bls. 121 1 kafla 4. Til deemis hefur f stadbundio laggildi 1
xg €la, bl ef f er minnkandi 4 bili |zy — h, z¢] og vaxandi & bili [z, z¢ + h]. [ ]

Athugid a0 fjogur sidustu atridin fjalla um endapunkta bilsins [a, b].

Hvernig er pessi regla notud til pess ad finna stadbundin hagildi og stadbundin laggildi
samfellds falls f : [a,b] — R sem er deildanlegt 4 |a, b og hefur samfellda afleidu
1’ :]a,b] — R? Mabdur deildar fallid, finnur sidan 6ll x €]a, b b.a. f'(z) = 0 og athugar
sidan hvort f’ er jakveett eda neikvaett 4 milli pessara gilda og a og b.

m Deemi 6.1 Finnum 61l stadbundin hagildi og 61l stadbundin laggildi fallsins f(z) =
x* — 222 — 3 4 bilinu [-2, 2]. Finnum sidan heesta gildi og laegsta gildi.

m Lausn Byrjum a pvi ad deilda f og faum
fl(z) = 42 — 42 = da(z — 1) (z + 1).

Vio héfum f/(z) =0efz = —1, 2 = 0 og x = 1. Vid gerum formerkjatoflu og sjaum ad
f hefur stadbundin hagildi 1 —2, 0 og 2 og stadbundin laggildi i —1 og 1. Til pess ad
finna haesta gildi fallsins reiknum vid at f 1 6llum stadbundnum hagildum og faum
f(—=2) = f(2) =50g f(0) = —3 svo f hefur haesta gildi 5 og betta gildi er tekid i z = —2
og x = 2. Til pess a0 finna laegsta gildi fallsins reiknum vio it f i 6llum stadbundnum
laggildum og faum f(—1) = f(1) = —4 svo f hefur 1aggildid —4 og betta gildi er tekio i
r=—logux=1.

Geogebra Skodum feril fallsins 4 mynd. Slaum inn:

1f(-2<= x <=2, x"4-2x"2-3)

(F2<x<2)

\
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m Deemi 6.2 Finnum 61l stadbundin hagildi og 611 stadbundin l4aggildi fallsins f(z) = 2*

& bilinu [1, 1].

m Lausn Deildum f og faum f’(x) = 322, b.e. f(z) = 0 bpaa. 2 = 0 svo ef f hefur
stadbundio hagildi eda stadbundid laggildi 4 opna bilinu | — 1, 1], ba er bad tekid i x = 0.
Ef vid gerum formerkjatoflu er audvelt ad sja ad f hefur hagildii 1 og laggildii —1 og
hefur hvorki stadbundid laggildi né stadbundid hagildi 1 0.

Aifingar 6.1

Afing 6.1.1 Finnid 6ll stadbundin hagildi og laggildi eftirfarandi falla auk haesta
gildis og leegsta gildis.
(i) f(x) =23 — 22% + 2 4 bilinu [-5, 5].
(ii) f(z) = sin(x?) 4 bilinu [0, 7].
(iii)
T+ 2

f(z) = a bilinu [0, 4].

6.2 Utgildisverkefni

Skodum nud hvernig vid getum notad pad sem vid hofum leert til ad hamarka eda
lagmarka. Tékum nokkur deemi.

m Deemi 6.3 Viti L er staddur 4 eyju 5 km nordur af punkti A a fastlandinu. Vio purfum
leidslu fra vitanum L til punktsins B sem liggur 10 km austan vio A. Vid getum lagt
leidsluna 1 beinni linu 1 sj6 ad punkti C' og badan a landi i punkt B. Pao kostar 5000
kr/km ad leggja leidslu i sj6 og 3000 kr/km ad leggja leidsluna 4 landi. Hvar eigum vio
a0 velja punktinn C til ad lagmarka kostnad?

m Lausn Vid byrjum a ad setja upp jofnu fyrir hvad kostar ad leggja kapalinn sem fall
af steerdinni x sem er fjarlaegdin fra C til A. Pa er = € [0, 10] og lengdin LC er /25 + 22
km og lengdin CB er (10 — ) km. Kostnadur vid ad leggja leidsluna er pvi

T(x) = 5000v/25 + 22 4 3000(10 — )

Vio viljum nu finna fyrir hvada x kostnadurinn 7' er minnstur. Sjaum fyrst ad T er
samfellt fall 4 bilinu [0, 10], svo fallid hefur leegsta gildi, annad hvort 1 dtgildispunktum
eda i endapunktum bilsins. Vid hofum nu ad afleida fallsins er

5000 - 2z 5000z
T'(2) = ———— — 3000 = ———— — 3000
(@) 2vVx? + 25 Va2 + 25

og leysum nu
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5000z

— 3000 = 0 < 5000z = 3000V 22 + 25
x2 + 25

< Hhr =3vVz2+25

Hefjum haegri og vinstri hlid sidustu jéfnu 1 annad veldi til ad losna vid ferningsroétina.
Faum

2522 = 9(x? + 25) <= 162% = 225
s 225

T 16
15
= :l:—
<~ 1
Punkturinn —15/4 er ekki 4 bilinu [0, 10] og kemur pvi ekki til greina. Vio skodum

nd fallgildid 1 punktinum = = 15/4 og endapunktum bilsins.

T(0) = 55000
T(15/4) = 50000
T(10) ~ 55902

Vid sjaum bvi ad 6dyrast er ad lata punktinn C vera 15/4 km austan vid punkt A.

Skooum nu hver lausnin veeri ef punkturinn B er adeins 3 km austan vido A. Pa er
jafnan

Ty(z) = 5000v/25 + 22 4 3000(3 — )

sem hefur somu tutgildi og fallid 7" en hvorugt peirra liggur 4 bilinu [0, 3] svo einu
moguleikarnir eru endapunktar bilsins. Reiknum nu peirra gildi

T(0) = 34000
T(3) ~ 29155

Kostnadurinn er pvi lagmarkadur ef vio veljum x = 3; svo a0 leidoslan 4 ad fara beint
fra vitanum til B.

m Daemi 6.4 Maour nokkur hleypur tvisvar sinnum hradar en hann syndir. Hann
stendur i punkti A 4 bakka hringlaga sundlaugar (A er a jaori hringskifu ). Sundlaugin
er 40 m i pvermal og hann parf ad komast pvert yfir laugina ad punkti B (i gegnum
midju hringsins). Hann getur hlaupio medfram jaori laugarinnar, eda hann getur synt
yfir laugina eftir beinni linu, eda hann hleypur spottakorn medfram bakkanum ad
punkti C og stingur sér padan til sunds og syndir i B. Hvada leid 4 hann ad fara til ad
verda sem fljétastur yfir?

mLlausn Latum C vera punkt par sem hann geeti valid a¢ stokkva 1 laugina og synda
yfir. Punktinn mitt 4 milli B og C kéllum vid M. Latum O vera midju hringsins og
taknum med 6 hornio AOC. Pad er hentugt ad gefa timann upp sem fall af pessu horni
6. Vid vitum ad 0 € [0, 7], ef § = 0 ba syndir hann beint yfir laugina, ef § = 7 ba hleypur
hann meodfram bakkanum. Vegalengdin BC faest med BC' = 2BM = 40sin((w — 0)/2).
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Ef vid segjum ad maodurinn syndi a £ km/klst, pa hleypur hann a 2k km/klst, svo pad
tekur hann (timi 1 sund + hlaupatimi)

HO) = 22%9 4—£sin <”_9)

a0 komast fra A til B. Finnum nu utgildi fyrir petta fall, p.e. leysum

t’(@)zlko—iocos(ﬂ;9> =0

sem sagt

(27) =3

cos | — =3

4 bilinu [0, 7| hefur bessi jafna eina lausn, nefnilega 6 = %. Reiknum nu fallgildin {
pessum punkti og endapunktunum,

_ 10

k

45.11
t(r/3) ~ —
314

t(mr) ~ %

£(0)

Pad er pa hentugast ad velja § = m, svo maodurinn er fljétastur fra A til B ef hann
hleypur alla leidina medfram bakkanum.

m Daemi 6.5 Finnio lengd stysta stiga sem 4 a0 liggja ad haum vegg yfir grindverk sem
stendur 1m fra veggnum og er 2m ad haed.

m Lausn Latum 6 vera hornid milli stigans og jardarinnar. Segjum ad fjarlaegdin fra
veggnum ao stiganum sé m + 1, notum nu hornafallareglur fyrir pessa 2 rétthyrndu
prihyrninga sem myndast

1 2
cos(f) = mz— og tanf = —
Seinni jafnan gefur ad
2
= tan(0)

og ef vid einangrum L i fyrri jofnunni og setjum m inn faum viod

24
m+1  ten(d) 2 1

L(9) = cos(f)  cos(f)  sin(f) * cos()

par sem 6 € [0, 7/2]. Vid leysum nu jéfnuna

_ sin®(6) — 2 cos®(0)

L'(6) = cos2 () sin?(0) =0

sem er jafngilt
sin®(f) — 2cos®(A) = 0
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eda

tan3(0) = 2

sem gefur okkur lausnina § = tan—'(2'/3) ~ 0.9. Vid vitum ad petta gildi gefur okkur
leegsta fallsins L (en ekki hagildi) pvi

lim L(#) = lim L(0) =+o0
0—0+ 0—(m/2)—
og leegsta gildid er er
2 1
L(0.9) 7t ~ 4.16.

~ sin(0.9) ' cos(0.9)

Stiginn verdur pa i minnsta lagi ad vera 4.16 m a0 lengd.

Afingar 6.2

Afing 6.2.1 Kassi med ferningslaga botn en ekkert lok hefur rimma4lid 4 m?. Finnid
viddir kassans pannig ad flatarmalid verdi sem minnst. m

Afing 6.2.2

(1)

(2)

Anna utivistarkona er a fjorhjoli 4 Sondunum. Hun er stodd i punkti A og
padan eru 12 km i hasudur i punkt O & pjédveginum. Pjédvegurinn liggur
austur-vestur. Anna vill komast i punkt B a pjéoveginum sem er 10 km
austan vid A. Ef medalhradi Onnu 4 fjérhjélinu yfir sandana er 15 km/klst en
39 km/Kklst 4 pj6doveginum, i hvada punkt X a veginum a Anna ad stefna til
pess ad lagmarka ferdatimann fra A til B?

Abending: Setjid upp hnitakerfi pannig ad pj6dvegurinn liggi med z— dsnum.
Setjio A = (0,12), O = (0,0) og B = (10,0). Latid Tax(z) vera timann sem
pad tekur ad komast i punkt X = (z,0) & pjédveginum; og T'xp(z) vera
timann sem pad tekur ad komast fra X til B. Ljést er ad heildartiminn er
T(x) = Tax(z) + Tx p. Pua vilt lagmarka T'(z) bar sem z € [0, 10]. Mundu eftir
a0 skooa lengstu og stystu vegalengd: (i) Anna fer i hasudur eftir sondunum
og sidan eftir pjooveginum (pa er X = O), og (i1) Anna keyrir beint i punktinn
B (paer X = B).

Endurtakid (1) 1lid med peirri breytingu ad nu er B adeins 4 km austan vio A.
Petta pydir OB = 4 (Eftir sem adur er AO = 12).

Linuleg ndigun

Hér notum vid Almennu Medalgildissetninguna (Reglu 4.3.3 a bls. 119) talsvert. Til
upprifjunar:
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Almenna Medalgildissetningin
Latum f og g vera foll sem eru samfelld & [a, 0] og deildanleg & |a,b], a < b. Ef
g'(z) # 0 fyrir 6ll © € ]a, b[, ba er til ¢ €]a, b b.a.

Latum f vera fall sem er tvisvar sinnum deildanlegt 4 bilinu |a, b[ og latum ¢ € ]a, b|.
Latum

L(z) = f(c) + f'(e)(x = ¢) (6.1)

vera snertilinu vio feril fallsins f 1 punktinum (c, f(c)). Vid kollum jofnu (6.1) linulega
nalgun vio fallio f i grennd vio c eda einfaldar linulega nalgun f um c.

m Doemi 6.6 Finnum linulega nalgun vid fallid f(z) = 272 { grennd vid 2.

m Lausn Afleidan er f/(z) = —3z~* svo linulega ndlgunin er
L(z) = 23 4 (2 —2)(=3)2 4 = — S 4 &
B T

Skodum nu hversu vel betta fall L nalgar fallid f fyrir nokkur gildi (sja lika mynd)

L(2.1) = 0.10625,  f(2.1) =0.10798 nalgun dgeet
L(3.9) = —0.23125,  f(3.9) = 0.016858 nalgun ekki g6d

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8

L(z) =273 + (z — 2)(—3)2~4

Mynd 6.2: A myndinni sést graf fallsins f(z) = 2~ og linulegrar nalgunar pess um = = 2.0, L(z) =
I—gx + % Gildin i punktunum 2.1 og 3.9 eru merkt inn 4 myndina. Linulega ndlgunin virdist ageet i
punktinum z = 2.1 en hun er ekki g6d pegar =z = 3.9.

Nu er spurningin: Hversu g60 er bessi linulega nalgun? Vid leidum 1t mikilveega
formulu sem segir okkur hversu vel fallio L nalgar fallio f. Vid faum reglu um
linulega nalgun.

Regla 6.3.1 — Linuleg ndlgun. Ef fallid f er tvisvar sinnum deildanlegt a |a, b[ og
¢ €la,b[, ba er fyrir sérhvert = € |a, b] til s 4 milli c og = b.a.

f(@) = Li@) + 5/"(s) @ — o), (6.2
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par sem

L(z) = f(c) + f'(c)(z — o)

er jafna snertilinu vid feril fallsins f 1 (¢, f(c)).

Sonnun. Skekkja er skilgreind sem mismunur a réttu gildi og nalgunargildi: Skodum
follin

E(t) = f(t) — L(t) (skekkja nalgunarinnar) og h(t) = (t —c)*
og gerum til einféldunar rad fyrir pvi ad = > c (tilvikid x < c er svipad). Follin E og h
eru baedi samfelld 4 [c, z] og deildanleg & |c, z[. Ad auki er h/(t) = 2(t — ¢) # 0 fyrir 611
t €le,z[, E(c) = 0 og h(c) = 0. Skv. Almennu medalgildissetningunni er til s* €]c, z[

b.a.

Bl _ P (_ 1)1
(x —¢)? h(z)  h(x)—h(c)  N(s*) 2(s* —¢) '

E'(c) = f(c) = L'(c) = f'(c) = f'(c) =0 og N(c)=2(c—c)=0.

Par sem E’ og 1/ eru samfelld a [, s*| og deildanleg a ]c, s*[ og 1" (t) = 2 # 0 getum vid
notad Almennu medalgildissetninguna aftur. Til er s 4 milli ¢ og s* pannig ad

flz) = L(z) _E'(s") E'(s")—FE'(c) _E"(s) _ ["(s)
(x —c)? W(s*)  h(s*)—h(c) h'(s) 2

En pa er
fl@) — L(z) _ ["(s)
(x —¢)? 2

Leysum fyrir f(x) og faum ad

F(@) = £ + £(@)x — ) + 5 1(5)  — )?
par sem s er einhver tala 4 milli z og c. |

m Daemi 6.7 Finnum bestu linulegu nélgun L(x) vid f(x) = sin(z) um 0 og finnum efri
mork a skekkjuna

E(x) =sin(z) — L(x)

m Lausn Byrjum &a ad reikna 1t fyrstu og aora afleidu f(z) = sinz. Fyrsta afleida er
f'(x) = cosz og onnur afleida er f”(x) = — sinz. Vid eigum a0 taka linulegu nalgunina
i nadlli, svo a0 vio reiknum 1t fallgildin

f(0) =sin0=0 og
f(0) =cos0=1.

Besta linulega ndlgun vid sinz um 0 er pa

L(z) = f(0)+ f'(0)(zx —0) =0+ 1 -z ==z.
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Nu er skekkjan skv. Reglu 6.3.1 um linulega nalgun

sin(z) — L(z) = Sin;<8>$2 = —@ﬂ (6.3)

fyrir eitthvert s & milli 0 og = (petta pyoir ad til er s sem tryggir fyrra jafhadarmerkio i
(6.3)). Par sem |sinz| < 1 fyrir 6ll z € R, pa gildir audvitad einnig |sin s| < 1, en betta
er audvitaod groft metio, og vio faum

x2

< 5 (6.4)

sin(s) o
5

|E(z)| = |sin(z) — L(z)| = ‘_

ATH
(i) Fyrir, segjum = = 0.001, pa gefur petta efra mat a skekkjunni ad

|sin(z) — x| = | sin(0.001) — 0.001] < 0.5 - 0.001> = 0.0000005.

(i) Afhverju reiknudum vid skekkjuna F(z) med tolugildi i (6.4)? Ju af bvi ad
pbao er oft audveldara ad meta skekkjuna pannig og an frekari athugunar
pbyoir petta ad —%2 < sinz — 1z < ‘”—; og vid getum fullyrt ad ef, segjum
x = 0.001, pa er

—0.5-107% < sin(0.001) — 0.001 < 0.5 - 107°.

(iii) Vid rannsokum betur sidar ad bad eru upplysingar eru félgnar i f”(s) =
—sin s sem gefa til kynna hvort linulega nalgunin er svokallad ofmat D.e.
L(z) > f(z) eda vanmat b.e. L(z) < f(z) i grennd vid pann punkt sem
linulega nalgunin er tekin. (Abending: Rynid i jofnu (6.2) — Athugid ad
(r — ¢)? er aldrei neikveedur pattur. Hvad segir pad um L(z) ef f”(s) < 0 eda
ef f(s) >0, oghvad ef f(s) =07?)

» Deemi 6.8 Ur edlisfreedinni pekkjum vid ad stoduorka U hlutar med massa m i
pyngdarsvioi jardar er gefin med formulunni
M
Ulr) = G m7

r

par sem G er fasti, M er massi jardar og r er fjarleegdin fra massamidju jardar og
massamidju hlutarins. Yfirleitt er mest um vert ad geta lagt mat a breytingu a
stoduorku hlutar pegar hann feerist neer (eda fjaer) jorou; pad er steerdin

AU = Ulrs) — U(ry) = ~GMM L GMm o, (1 _ 1) .
T2 1 rTeoT2
Af hverju notar madur yfirleitt formiluna U(h) = mgh, par sem g er fasti, fyrir hlut 1
litilli haed h yfir yfirbordi jardar? Vegna bess ad mhg formuilan er miklu einfaldari og
skekkjan 1 ndlguninni er hverfandi ef » < R. Finnum fyrst bestu linulegu nédlgun L(r)
vio fallid U(r) um radius jardar R ~ 6400 km:

L(r) = U(R)+U'(R)(r—R) = U(R)+Ci‘§—2m(r—3> = U(R)+mg(r—R), med g= GRif.

Samkvemt setningunni um linulega nalgun gildir (med » > R) a0 til er tala s 4 milli r
og R Db.a.

Ulr) — L(r) = %U”(s)(r _ g2l z2CMm

~ GMm(r — R)?
2 53 )

(r—R)*> = =
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Paersett h=r — Rog
2
mgh = L(r)—U(R) =U(r) —U(R) + G]\iignh
Stoduorka hlutar vid yfirbord jardar U(R) er ba nill og skekkjulidurinn er pa

GMm R2GMm R? h?
2 _ 12 _ 2
0<h 3 = h s mh g—s3 <mg—

R
T.d. er fyrir m = 1 kg og h = 100 m:

mgh = 980 m%kg/s?
og skekkjan er i mesta lagi
h? 1002

P _1.98.
IR 6400000

~ 0.016 m?kg/s>.

Afingar 6.3

Afing 6.3.1 Litum & fallid f(z) = \/z.
1) Synid med dtreikningum ad besta linulega nalgun a f i punktinum zy = ¢
veroi

L(x) = %ﬁ

1

=57

2) Setjio c i stadinn fyrir x i formulu L. Hvad faest?

3) Opnid forritid Geogebra, veljid ¢ sem stika, festid sidan ¢ = 4. Set;jid inn follin
f og L; og faid upp mynd apekka pessari

4) Reiknid formuilu L med ¢ = 4.
5) Synid ad f”(z) < 0efx > 0.
6) Notio nd jofnu (6.2) bls. 171 til ad rokstydja ad L(x) > f(x) fyrir 61l > 0.
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7) Skilgreinido M = f”(5) og N = f"(3), Feerid rok fyrir pvi ad f”(z) liggi 4 milli
M og N ef z €]3, 5] (Abending: synid t.d. ad f”(z) sé vaxandi fall, b.e. synid ad
sgn [ (xz) = 1).

8) Notid tolurnar ur sidasta 1id og skilgreinid K sem medaltalio af M og N, p.e.
K = MEN og smidid fleygbogann

9) Reiknid ut skekkjuna
E5(5) = f(5) — p(5)

10) Teiknid inn a eina mynd f6llin f(x), p(z) og L(x). Notid myndina til ad svara
pbvi hvort p(z) sé betri nalgun & f(x) en L(x) a 6llu bilinu [3, 5] (lika 1 enda-
punktum ?).

|

6.4 Taylor marglidur

Latum f :]a,b[ — R vera fall sem er a.m.k. 3-sinnum deildanlegt 4 | a,b[ og latum
¢ € ]a,b[. Pa0d fastafall (0-ta stigs marglida) sem néalgar fallid f best i ndgrenni
punktsins c er

Bo(z) = f(e).
ba er Py(c) = f(c). Vid hofum samkveemt Medalgildissetningunni fyrir 6ll € |a,b[:
Eo(z) = f(x) — Py(x) = (z —¢)f'(s) fyrir eitthvert s 4 milli c og .

Pao linulega fall (1-ta stigs marglida) sem nalgar fallid f best i nagrenni punktsins ¢
er

Pi(x) = f(e) + (& = ¢) - f'(c).
Pa er Pi(c) = f(c) og Pj(c) = f'(c). Vid héfum samkvaemt Almennu Medalgildissetn-
inguuni fyrir 6ll = € Ja,b]:

"
Ei(z) = f(z) — Pi(z) = (x — c)QfQ(S) fyrir eitthvert s 4 milli ¢ og z.

A svipadan hatt m4 syna: Su 2. stigs marglida sem nalgar fallid f best { ndgrenni
punktsins c er

Pa) = £(0) + (2~ 0)- £1() + (@ — 2L,

bé er Py(c) = f(c), Py(c) = ['(c) og Py (c) = ["(c).

Vio hofum lika skv. Almennu Medalgildissetningunni fyrir 6ll « € |a,b[:

3.f ®)(s)
2-3

Almennt er gildir ad su n-ta stigs marglida sem nalgar (a.m.k. (n+1)-sinni deildanlega)
fallid f best i grennd vio c er

Ey() := f(z) — Py(x) = (z = ¢)

fyrir eitthvert s a4 milli c og .

n R (e
P, (x) = Z / k"( )(x — )", (6.5)
k=0 ’
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Petta kollum vid Taylor-marglidu fallsins f(z) um punktinn c.

Um Taylor-margliduna gildir
PW ey = f®(e) fyrirsll k=0,1,...,n
og vio hofum (lika skv. Almennu Medalgildissetningunni) fyrir 61l x € |a, b]

Skekkjuformdila fyrir Taylor-ndlgun

Regla 6.4.1
E.(z) = f(z) — Ppo(z) = (z — c)”“m fyrir eitthvert s & milli ¢ og «.
Athugum:
Pyi1 (@) = Pp(z) + (z - C)k“m

p.a. studlarnir vid laegri veldi breytast ekki pé ad vid beetum vid lidum i Taylor-
marglidunni.

Athugid ad skekkjulidurinn E,(z) hefur alveg sama tutlit og neesti lidur 1 Taylor-
marglidunni, nema hvad £+ (s) fyrir eitthvert s 4 milli ¢ og 2 kemur 1 stad f+1 (c).

Taylor-marglidur eru mjog gagnlegar til pess ad reikna tut fallgildi deildanlegra falla
med eins mikilli ndkvaemni og madur vill:

m Dcemi 6.9 Ef f er 6 sinnum deildanlegt 4 R pa er Taylor marglida fallsins f um 0
f"(0) 4 f(3)<0) 3 f(4)(0> 4 F5(0) 5 f(6)(3) 6
> U YT YT a0 Y o

par sem s er einhver tala 4 milli 0 og .

flx) =f(0)+ f(0)x +

Med f(z) = sinz pyodir petta

—sin0 —cos0 sin 0 cos0 —sin s
. — sin0 0 2 3 4 5 6
sinx =sin0+ xzcos0 4 5 x 5 T 2 T + 120x + 790 x
3 2% sins g
=T — =+ ——

X
6 120 720
fyrir eitthvert s 4 milli 0 og . Sér i lagi er

|sinz — (x — 23/6 + 2°/120)| = | sin s||2°|/720 < |25]/720.

Med f(z) = cosz faum vio

—cos0 in0 0 —sin0 —
cosx = cos0 + (—sin0)z + C;S 2 SHGI 3 C(;Z xt + 18213 z° % 6
:1_£2+£4_—coss 6.
2 24 720

fyrir eitthvert s 4 milli 0 og x. Sér 1 lagi er

|cosz — (1 —22/2 + xzt/24)| = | cos 5|25 /720 < |25]/720.
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m Daemi 6.10 Fyrir hvaoa n € N sem er gildir: n-ta stigs Taylor-marglida exp um 0 er

n "Ek
Py (x) = Z Tl
k=0
Skekkjulidurinn er
e’ n
B (x) = exp(w) = Pala) = ga”™
par sem s er 4 milli 0 og x. "

N faum vid mikilveega setningu sem gerir okkur kleift ad reikna fjéldann allan af
Taylor-marglidum med pvi ad eiga faeinar tilteekar.

Regla 6.4.2 — Otviraedni Taylor-marglida. Latum f : |a,b[ — R vera fall sem er
(n + 1)-sinni deildanlegt og ¢ €]a,b[. Latum Q,(z) vera marglidu af stigi < n og
gerum rao fyrir a0

f(@) = Qu(z) + O((z — )" ) (6.6)

Paer Q,(z) = P,(x) bar sem P,(z) er n—ta stigs Taylor-marglida f um c.

Athugid, ad formula (6.6) pyoir ad
o £(@) = Qu()

r—c (.T _ C)n+1 =KeR.

Pb.e. sidasti /liéurinn i formilu (6.6) segir okkur ad skekkjan sé af staerdargradunni
(r — ¢)"*1. A ensku er betta kallad big O notation.

Stundum eru Taylor-marglidur um ¢ = 0 kalladar Maclaurin-marglidur (e. Maclaurin
polynomials). Nokkrar mikilveegustu Maclaurin-marglidurnar eru:

2 3 n
. _ i LA
e —1—|—x—|—2!+3!+...—|—n!—|—0(z )
2 4 L2n .
_ v - 1\ n
cosz =1 2!+4!+...+( 1) (2n)!+ (z )
3 5 2n+1
T 1y 2n+2
sinx =z 3!—1—5!—1—...—1—(1) (2n+1)!+0(£ )
1
17:1+x+x2+...+:1:"+0(x”+1)
—x
2 3 n
ln(l—i—x)::U—%—{—%—F...—{—(—l)n_lx——{—O(m”"‘l)
n
3 5 2n+1
arctanxzx—%—l—%—i—...—i—(—l)”;n_i_l+O(:U2"+3)

Ut fra pessum Taylor-marglidum getum vid fundid Taylor-marglidur fyrir mérg onnur
foll.
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m Daemi 6.11 Finnum 10-stigs Taylor-marglidu f(z) = e um ¢ = 0.

m Lausn Vid vitum skv. toflu ad
. 2 t3 t4 t5 P
=14+t+—+—+ =+ —+0().
el S gty FOW)

P4 er med breytuskiptunum ¢t = —2:

4 6 8 10
T T T 12y

7222 2 X
—1- r_or,r_r 1o
€ T ety 1 TOF

En b4 er skv. Reglu 6.4.2 10-stigs Taylor-marglida fallsins f(z) = e~*" um 0 gefin med

4 6 8 10
X X X X
P =1-a? 4+ -4 -
10(7) R T S YRR D)
Lika gildir
.’13‘4 J,‘G 138 xlO
Pn(a}>=1—$2+———+— —_—

2 6 24 120

Vid getum notad formulur 1 téflunni til ad finna Taylor-marglidur um einhvern annan
punkt c.

m Daemi 6.12 Finnum 5-stigs Taylor-marglidu sin(z) um .

m Lausn Sjaum fyrst i toflu ad Taylor-marglida sin(z) um 0 er

sin(z) a:3+ x° sins g
m(r) =r — —— — — €T .
6 120 720
og umskrifum svo sin(z) = sin(m + (x — 7)) = —sin(xz — ) svo vid getum skrifad Taylor-

margliduna um 7 med pvi ad margfalda Taylor-margliduna med —1 og setja x — 7 inn
fyrir z, sem gefur
(r—7)3 (z—m)® sins 6

sin(z) = —sin(z —7) = —(x —m) + 51 + 0 (x —m)°.

m Daemi 6.13 Finnum 3-stigs Taylor-marglidu f(z) = ¢** um ¢ = 1.

m Lausn Vid vitum

2 t3
eh=1+t+—-+—+0(h.

2 6
Nt er
flx) = e2e2@=1),
P4 er med breytuskiptunum ¢ = 2(x — 1):
e =220 — 2 |14 2(x — 1) 4+ 2(z — 1)2 + g(m — 1)+ 0((z - 1)Y].
En b4 er skv. Reglu 6.4.2 3. stigs Taylor-marglida fallsins f(z) = €2* um 1 gefin med
Py(x) = e® + 2% (z — 1) + 2% (z — 1)% + %eQ(x —1)3.

Ath. vid vildum f4 (z — 1)* i Taylor-marglidunni, pess vegna breytuskiptin ¢t = 2(z — 1).
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Afingar 6.4

Afing 6.4.1 Finni6 Taylor-margliour fyrir eftirfarandi foll:
(1) f(z) = e *; marglidu af 5. stigi um ¢ = 0.
(i1) f(z) = cosx; marglidu af 4. stigi um ¢ = 7/4.
(iii)

fz) =

T2 marglidu af 5. stigi um ¢ = 0.
x

(iv)

1
= —: 1 - 101 = 1.
f(z) o margliou af n-ta stigi um c

6.5 Markgildi med Taylor marglidum og regla I’Hospital
Med bvi ad nota Taylor-marglidur hofum vid nyja adfero til pess ad reikna markgildi

af gerdinni
_ h(x) . L - , 0
lim 9@) bar sem al}g}j h(z) = glcl_)mcg(x) = 0, oft tdknad [0} .

Ath. vid getum ekki notad Markgildisreglurnar sem vio leerdum aodur.
Vid synum petta med deemi.

m Daemi 6.14 Reiknum

2sin(z) — sin(2x)
x—02e* — 2 — 2x — 12’

Nuer

e =1+x+2%/2+23/64+ Oz

SVo

2e% — 2 — 2z — 2% = 23/3 4+ O(zh).
En lika

sin(z) =z — 23/6 + O(z°) (%)
og pa

sin(2z) = 2z — 823 /6 + O(x°) (%)
sem byoir ad

2sin(x) —sin(2z) = 23 + O(z®) (% %)
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Ath. vel hvad O(x®) pydir. Vid erum ekki ad tala um sama fallid O 1 (x), (+*) og (* * *).
Vid erum bara a0 segja til um hver steeroargrada skekkjunnar er!

Nu

2sin(z) —sin(2z) . 23 +0(°) . 1+0(z*) 1 3

li = = - -/ =
250 267 — 2 — 27 — 22 :cl—r>r%);v3/3—|—0(x4) 250 1/34+0(x) 1/3

Ath. O(2%) /23 = O(2?) og O(z*)/2® = O(x). "

bad flytir oft fyrir ad ldta forrit reikna ut Taylor marglidour. Sjd t.d. i
MATLAB :
http://www.mathworks.se/help/symbolic/taylor.html

Onnur gagnleg adferd til pess ad reikna markgildi af gerdinni [0/0] er regla ’'Hospital.

Regla 6.5.1 —Regla I'Hospital. Latum f, g :]a, b — R vera deildanleg foll b.a. ¢'(z) #
0 fyrir 6ll x € ]a, b]. Gerum rag fyrir ad

lim f(z)= lim g(z) =0.

T—a+ T—a+

Pa gildir: ef markgildid

/
f(z) =L (LecReda L =+oco0eda L =—c0)
z—a+ g'(x)

er til, ba er markgildid lim, . f(x)/g(z) til og
f(=)

lim 22— [,
a—at g(x)

Sonnun. Leidir af Almennu Meodalgildissetningunni. Vid skilgreinum follin

{f(x), ef x €a, b, og  Glz) = {g(w), ef x €la, b,

F(z) =
0, efr =a, 0, efr=a.

P4 eru follin F' og G samfelld a [a, z] og deildanleg & |a, z[ fyrir 61l = €]a, b] og skv.
Almennu Medalgildissetningunni er fyrir sérhvert = € ]a, b] til ¢, 4 milli a og = b.a.

Vegna a < ¢, < z gildir

o f@) L Fle) o Fle) o f(2)
zl—lgl—&- m o zl—1>I¢Izl+ G/(Ca:) B cxh—>r%+ G/(cz) o a:l—>a+ g’($)

Ath. Regla 'Hospitals gildir lika ef x — b— eda z — ¢ €la,b[. a = —c0 0g b = +o0 er
lika 1 lagi og nota ma adferdina til pess a0 leysa markgildi af gerdinni
h(z) . B ) B +0c0
zﬂ%@ pbar sem lim h(z) = £o0 og il_}mcg(x) = +o00 [:toJ .
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m Daemi 6.15 Reiknum markgildio

1 1 1

. In(x) .
lim = lim m—— .
r—1x2 —1 z—1 2% r—1 212 2

m Daemi 6.16 Reiknum markgildio
) (1 1 ) sin(z) — x ) cos(z) — 1
Iim [ — — — = lim ———%—— = lim —
z—0+ \z  sin(z) z—0+ 1z sin(x) z—0+ sin(z) + x cos(x)
— sin(z) 0

Fait cos(z) + cos(z) — xsin(z) 2-0

m Daemi 6.17 Reikid markgildio

lim sin(x) .

z—0 €T

m Lausn Med Reglu ’'Hospital faest

lim sin(z) — lim cos(z) 1
z—0 X z—0 1

og fra sin(z) =  + O(2?) (Taylor) feest lika

: 3
lim sin(z) ~ lim x4+ O(z?)

z—0 x x—0 T

=1

Afingar 6.5

Afing 6.5.1 Reiknid eftirfarandi markgildi med Reglu ’'Hospital og med Taylor-
marglidum par sem vio a:

(1) (iv)
4x . arccos x
lim lim
z—0 tan 4x a—1- r—1
(ii) ) (v)
im sSin ax T xﬁ
x—0 sin bx z—0+
(111) (vi)
1 —cosx . T 1
im-— =
2—0 In(1 + z2) st (x— 1 + 1n$)
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Lausnir @ véldum dcemum

» Daemi 6.18 — An reiknivélar. Tvaer jakvaedar tolur hafa summuna 7. Hvert er haesta
gildi & mogulegu margfeldi pessara talna?

m Lausn Latum z og y vera jékvaei‘),ar tolur pannigad x +y =7. PAery =7 — x og
margfeldi peirra b4 zy = z(7 — x). Ut fra pessu skilgreinum vio fallid

f(x) = —2? +Tx. 2€[0,7].

Petta er samfellt fall 4 lokudu og takmorkuodu bili, f tekur pvi baedi haesta og laegsta
gildi 4 bilinu [0, 7] samkveemt Utgildissetningunni.

Fallid hefur afleidu f/'(z) = —2x + 7 og tekur utgildi pegar —22 + 7 = 0, b.e. begar
x="7/2. Nuer f’(x) = -2 fyrir 6ll z. Pa er f”(7/2) < 0 sem pbydir ad vid hofum hagildi
iz ="7/2,ogbarery =7—7/2 =7/2. Par sem vid hofum adeins eitt utgildi og pad
gefur hagildi, pa gefur pad jafnframt haesta gildi. Steersta mogulega margfeldi = og y
er pa

Flatarmal rétthyrningsins @ =ssssasasss o

10 fla) = —a®+7a

THY=7

Ty

Mynd 6.3

m Dcemi 6.19 Finnid ut hvort gefin foll hafi dtgildi. Finnid dtgildin ef pau er til.
@) flx)=x+24a[-1,1]
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(i) f(r)=x+24a]—00,1]
(iii) f(z) =z —1]4a[-2,2]

m Lausn
(i) Fallio hefur leegsta gildi f(—1) = 1 og heesta gildi f(1) = 3.
(ii) Fallid hefur heesta gildi f(1) = 3.
(iii) Fallio hefur laegsta gildid f(1) = 0 og hagildin f(—2) = 3 og f(2) = 1. Stadbundna
hagildid f(—2) = 3 er einnig heesta gildi fallsins.

= Daemi 6.20 — An reiknivélar. Finnid og flokkid 611 dtgildi fallsins f(z) = 23(x — 1)2.
Segid til um hvort um hagildi eda laggildi er ad raeda eda haestu og laegstu gildi.
m Lausn Afleida f(z) = 23(z — 1)? er fallid f/(z) = 32%(x — 1)? + 223(x — 1). Fallid er
skilgreint 4 R og samkveemt formengishefdinni tékum vido R sem formengi f. Pattum
og faum

fl(z) = 2*(x — 1)[3(x — 1) + 2z]
=2?(z —1)(5z — 3)
=5a2%(z — 1)(z — 3/5)

Reetur f'(z) eru brjar: z1 = 0,29 = 3/5 og x3 = 1. Kénnum bau fjogur hlutbil sem

akvardast af rétunum, (f er einhalla a hverju og einu hlutbili):
Bil 1) Ef x < 0 b4 er sgn[522(x — 1)(z — 3/5)] = (—)?(—=)(—) = +
Bil 2) Ef0 < x < 3/5 bé er sgn[5z%(z — 1)(z — 3/5)] = (+)(—)(—)
Bil 3) Ef3/5 < z < 1 baer sgn[5z%(z — 1)(z — 3/5)] = (+)%(—

= (+ +

= () (=) =-

Bil 4) Ef x > 1 bd er sgn[52?(x — 1)(z — 3/5)] = (+)?(+)(+) = +
Par sem ad + taknar ad fallid f er vaxandi a gefnu bili, en — tdknar ad f er minnkandi
4 hlutbili. Stundum notar madur orvar til ad segja pad sama, og 6rvamyndin

70 /3/5 N1

gefur til kynna, ad pad er
v stallur (beygjuskil) i z1 =0
v hagildi 1 z9 = 3/5,
v laggildiizs = 1.
Petta eru ekki haestu og laegstu gildi pvi ad (vid purfum ad skooda allt formengid)

xLl\rJIrloof(x) = 1o, en

xEr—noo f(x) -

Athugid, ad vid vorum ekki bedin um ad reikna ut fallgildi 1 utgildispunktum, svo ad
vio megum lata pad vera, heldur adeins ad finna hvar pau eru tekin og flokka pau.
Med flokkun er att vio, a0 madur tilgreinir fyrir hvert og eitt mogulegt utgildi ad pao
er eitt af eftirfarandi: Hagildi, laggildi, stallur, haesta gildi eda laegsta gildi.

= Daemi 6.21 — An reiknivélar. Finnid og flokkid 611 ttgildi fallsins f(z) = 2z — arcsin z.
Segid til um hvort um hagildi eda laggildi er ad raeda eda haestu og leegstu gildi.
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m Lausn Fallid f(z) = 2z — arcsinz er skilgreint & bilinu [—1,1]. Afleida f er fallid
flx)y=2- ﬁ skilgreint 4 | — 1, 1[. Finnum reetur jéfnunnar f'(z) =0:

1 1
2— =0&2= &
Vi Vi
\/17x2:%:>17$2:%<:>
3 V3 V3
2 _ — _ ) =
=g (x 5 )(x + 5 )=20
Raetur f/(z) =0eruba z; = —73 og 9 = @ Moguleg utgildi er pa tekin i punktunum
(a) zo = -1, (b) 21 = —4, () zp = — L, (d) 3= 1.
Fallid f er einhalla & sérhverju hlutbilanna [—1, —@[, ]—@, @[ og]é, 1]. Kéonnum
pao frekar:
() Efz e [-1,—%[paer2— L <0,
(i1) Ef:ce]—%,T[baerQ m>0,
(iii) Ef z E] ,1] paer \/72 < 0.

Orvamyndin —1 \, —v/3/2 * v/3/2 \, 1 gefur til kynna ad bad er hagildi i zo = —1,
laggildi 1 21 = —/3/2, hagildi i 2o = v/3/2 og laggildi i 23 = 1. Til ad flokka titgildin er
noég ad geta borid saman fallgildin:

f(=1)=2(-1) —arcsin(—1) = -2 — (—7/2) =7/2 -2~ 1.5 — 2 = —0.5,

F(=V3/2) = 2(=V3/2) — arcsin (—V3/2) = V3 — (—n/3) = 7/3 — V3
~1—-1.7=-0.7
f(v/3/2) =2(v/3/2) — arcsin (V3/2) = V3 —7/3~ 1.7 —1— = 0.7
f(l)=2—arcsinl =2 —7/2~2—1.5=0.5.
P4 er (med eins aukastaf nalgun a fallgildum)
v f(=1) = —0.5 hagildi
V3/2)) = —0.7 leegsta gildi,

v (=
v f(v/3/2) = 0.7 haesta gildi, og
v f(1) = 0.5 er laggildi.

= Daemi 6.22 Finnid stystu fjarleegd punktsins P = (8,1) fra ferlinum y = 1 4 2%/2,
Athugum a0 formengi ferilsins er [0, +oo[.

m Lausn Litum d = d(z,y) vera fjarleegdina 4 milli punkts (z,y) = (z,1 + 2%/?) &
ferlinum, og punktsins P = (8,1). Greinilega er P = (8, 1) ekki 4 ferlinum, af pvi ad
1+ 83/2 £ 1. Regla Pypagérasar gefur

[d(z,y)]* = (z = 8)* + (y — 1)*.
Nt er y — 1 = 23/2, og vid skrifum d sem fall af = eingongu. Faum

[d(2))? = (z = 8)* + («*/%)?
=(z—-8)?%+2°
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Deildum f61gid og faum
2d(z)d (z) = 2(z — 8) + 32

Par sem P = (8,1) er ekki & ferlinum pa er d(z) # 0 fyrir 6ll z svo ad vid getum
skrifao

2(z — 8) + 322

1o

@) = =10

og ba sést ad d'(x) = 0 adeins ef 2(x — 8) + 322 = 0. p.e.
32% +27 — 16 =0

sem hefur reetur 1 = 2 og 2o = —5. Par sem Dom(y) = [0, +oo[ ba kemur = = —% ekki
til greina. Vio purfum pvi adeins ad bera saman xy = 0,21 = 2 og ET d(x).
€T o0

N1 gefa reikningar.

d?(0) = 64,
d*(2) = 44, og
lim d*(x) = 400
T—r—+00

P4 er P = (8,1) 1 minnstri fjarleegd fra punktinum A = (2,2/2) 4 ferlinum y =
1+ (y/x)3, og fjarleegdin 4 milli punktanna er AP = d(2) = V44 = 2y/11 ~ 6.63.
y

0 1?0 2t0 3t0 4?0 5?0 6?0 74'0 STO 9.0
m Dcemi 6.23 Finnio linulega nalgun vid f6llin i gefnum punktum.

1) f(z)=2’umaz=3 3) f(z) =sin’rumx = 7/6
2) f(z) =sinzumax =7

m Lausn Vid notum formdluna L(z) = f(a) + f'(a)(z — a) 1 6llum lidum.
1) x = a, med a = 3.

fla) =a?, f3)=9,
f/(x) = 2z, f/

L(z) =94 6(x —3) =6z —9.
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2) r=a, med a=T.

f(z) =sinx,

f
f'(z) = cosx, f

Lz)=—(z—7)=7—ux.
3) z =a, med a = 7/6.

flx) = sinz, f(m/6) = (sin(w/6))* = (1/2)* = -

V3
2

o5

f'(x) = 2sinz cosz, f'(7/6) = 2sin(w/6) cos(r/6) = 2 -

N | =

L(x) = \2[

(x —=).

il
6
]
m Deemi 6.24 (i) Finnid heppilega linulega Taylor nalgun til meta sin(3.14). Finnid
hvort (ii) skekkjan F(3.14) er neikvaed (<0) eda jakvaed (>0) og (iii) metid steerd hennar.
(iv) Notio pessar upplysingar til ad segja til um bil sem inniheldur 6rugglega rétta
gildio.
m Lausn Par sem f(z) = sinz er tvisvar deildanlegt fall, b4 segir 1 setningu Taylors,
ao til er tala s 4 milli z og 7w pannig ad jafnan

£o) = o) + LD fa —p

sé uppfyllt; L(xz) = f(7) + f'(7)(x — ) er besta linulega ndlgun um = = .

(i) Vid veljum einfaldlega linulega nalgun um 7 af pvi ad vid pekkjum fallgildi sinuss i
7. Finnum fallgildi og fyrstu tveer afleidur:

f(z) =sinwz, f(m) = sin(m) = 0,
f'(x) = cosz, F(m) = cos(m) = —1,
f"(z) = —sinz, f"(s) = —sin(s).

Faum L(z) =7 — = og ba
L(3.14) = m — 3.14 < 0.00159265358.

Hér er s €]3.14, [ svo ad sins > 0 en ba er —sin(s) < 0.
pa sést ad skekkjulidurinn

E(3.14) = f”(>(314— )2

- —Sm; ) (314 - m)2 <0

(il) E(3.14) < 0: Par sem skekkjan er neikvaed tala pa er 1(3.14) ofmat 4 f(3.14). Pa
erum vid komin med efri mork fyrir rétta gildio, p.e.

£(3.14) < L(3.14).

(iii) Metum steerd skekkjunnar.
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Ef rétt gildi f(p) er ekki pekkt, pba er ekki heegt ad meta nakvaemlega steerd
skekkju |E(p)| sem felst 1 linulegri ndlgun L(p), eda hvada nélgun sem vera
skal. Pess vegna finnum vid yfirtolu eda efri mork fyrir steerd skekkjunnar,
og ef vid hofum tveer yfirtolur fyrir steerd skekkju pa tékum vid pa minni:
Ef vio hofum steerdarmat 4 annarri afleiou a gefnu bili 7 1 linulegri nalgun,
pba getum vid metid steerd skekkjunnar a I .

I pessu verkefni getum vid lika notad linulegu nalgunina i skekkjumatinu!

E(3.14) < L<32‘14)(3.14 o T3y
P4 hofum vid fengio nedra mat a rétt gildi f(3.14) = sin(3.14), b.e.

T —3.14

L(3.14) — (3.14 — m)% < f(3.14).

(iv) Samantekio6 gefur efra og nedra matio bil sem inniheldur rétta gildido
T —3.14

L(3.14) — (3.14 — 7)% < £(3.14) < L(3.14)
eda
0.001592652 < sin(3.14) < 0.001592654.

Atta fyrstu aukastéfum ber saman 1 efra og nedra mati 4 réttu fallgildi.

» Daemi 6.25 — Ur hagfraedi. Staerd Q vex samkvaemt deildajofnunni

aQ 3
=kQ’(L —
= kYL - Q)
par sem k og L eru jakveedir fastar. Hversu stort er (Q pegar pad vex hraodast?

m Lausn Afleidan
d
L =r -y
er maling 4 vaxtarhraoa i punktinum Q(¢). Vio viljum finna héamark ¢ dt , og leysum

bvi jofnuna %(t) = 0. Reiknum

?Q dQ d
dz T dt ( dt ) T dt (kQ3(L - Q)5)
= 3kQ%Q'(L — Q) + 5kQ*(L — Q)*(—Q)
=kQ*(L - Q)*Q'B(L — Q) — 5Q]
sk - Q' (52-Q)
=8kQ*(L — Q)*kQ*(L — Q)° ( Q)

—s2Q%(L - Q)" (3L-Q)
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og faum ad stodupunktar 7 dQ eru
1. Q=0, 2. Q=3L, 3. Q=1L.

Greinilega er vaxtarhradi Q(¢) ndll pegar Q(t1) = 0 eda Q(t2) = L, fyrir einhverja tima
t1 og to. Hinsvegar begar Q(t.) = %L fyrir einhvern tima t,, og vegna pess ad k og L
eru jakvaeoir fastar, pa sést ad
dQ
dt
Vio hofum ekki upplysingar um formengi ), en athugum hver vaxtarhraoi @) yroi ef Q)
meetti stefna a plis eda minus éendanlegt:

lim kQ*(L —Q)° = —
ol kQ*(L - Q) 00

(t.) =k (3L/8)* (L — 3L/8)° >0

Qn@ kQ3 (L — Q)% = —oo.

I 6llu falli vex Q hradast begar Q = 2L
|

m Dcemi 6.26 Finniod Taylor marglidur fallanna med pvi ad nota skilgreiningu 4 Taylor
marglidoum.

(1) f(z) = cosz um z = 7/4, stig marglidu 3.

(ii) f(x) = /z um x = 4, stig margliou 3.

m Lausn Prigja stigs Taylor marglida fyrir f(z) um x = a feest med formuilunni

3. 1B (g
o) = 2 e o
(1) Hérer f(x) = cosz og a = w/4. Reiknum at f(w/4), f'(x/4), f"(7/4) og " (7 /4)
f(x) = cosx f(m/4) = cos(m/4) = /2/2
f(z) = —sinx f'(m/4) = —sin(n/4) = —V2/2
f"(x) = —cosx f"(m/4) = —cos(w/4) = —v/2/2
" (z) = sinx f"(r/4) = sin(7/4) = V/2/2.
Faum
p3(x) = f(n/4) + fl(x/4)(x — 7/4) + f(;/[l)(:c —m/4)% + / (37:/4) (z —m/4)3
V2 V2 V2 V2

=2 - L) - L w17+ Lle - a1

(ii) Hér er f(x) = \/z og a = 4. Reiknum ut f(4), f'(4), f”(4) og " (4):

fla)=a 1) = () =2

f'@)=5- )= ==

£ =1 1) = e =
4(y/z)3 4(v/4)? 32

@) = — = = 2
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Faum

p3(x) = f(4) + f'(4)(x —4) +

~ L@ (e -4y

f"(4)
2

1) gy

2
(x —4)* + 3l

512

MATLAB

Syms X;
P3 =

gefur
P3 =

x/4 - (x — 4)7°2/64 +

taylor (sgrt (x), x, ' ExpansionPoint’,

4,"Order’, 4)

(x — 4)73/512 + 1

Pad er leerdémsrikt ad draga upp nalgunarferil og bera vio feril fallsins sem hann a ad

nalga.

bridja stigs Taylor marglida rétarfallsins um 4

P3 og sqrt(x)
= Ind
= v N (& w
Q
3
\

o

o
T
.

(a) Bl ferillinn er fallid f(z) = +/z. Raudu linustrikin tikna
feril 3.stigs Taylor-marglidunnar fyrir f um z = 4.

P 4 ! 4)2 ! 4)3
p3(z) = +Z(96* )7674(17 ) +E($* )

m Keyrsluskra 13

3., 4. 0og 10. stigs Taylor marglidur rétarfallsins um 4

@
5}
T

w
T

p3, p4,p10 og sqrt(x)
= Ind
= (%] N (5]
N
N
N

o
13
T

(b) Pridja, fjorda og tiunda stigs Taylor marglidur um 4 fyrir /z.
Ferill 4. stigs marglidunnar er graenn en ferill 10. stigs marglidunn-
ar er gulur.

%% Rotarfallid og pbridja stigs Taylor marglida pbess um 4

4,'Order', 4);

syms x
% Pridja stigs Taylor marglida fyrir sqgrt (x)

P3 = taylor (sqgrt (x),x, 'ExpansionPoint’',

a=0; b=12;

t = linspace(a,b);
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% Nalgunarmarglidan

p3 =

f = sgrt(t)
figure

plot ( t,
% hnitakerfi

grid on

fl

1+ t./4 -

’

'b'I t 4 p3l !

% Setjum mérk & hnitaédsana

axis([a b min(f)
% Setjum titil & grafid og merkjum &asa
title('Pridja stigs Taylor marglida roétarfallsins um 4')

o)

xlabel ('x")

ylabel ('"P3 og sgrt(x)"')
% prenta Ut myndina sem eps skra
print -depsc taylorl.eps

m Dcemi 6.27

1
(i) Finnid 6. stigs Taylor margliou breidobogans f(x) = -, um punktinn z = 0.

(t — 4).72/64 +

r—.

max (f)+0.57)

(t — 4).73/512;

', 'LineWidth',

2)

(Abending: Hér er haegt ad nota nidurstodur tr Deemi 4.32 4 bls. 140.)
(i1) Metid skekkjulidinn.

= Lausn

(i) Reiknum fyrst an pess ad nota abendinguna:

1

F@) = FO@) = FO0) =1
O () = (1_13:)2 FD0) =1
() = (1—2@3 F@0) =2
FO (@) = (1_633)4 F®(z) =6 =3
FO@) = () =24=a
£O(z) = (11_2(;)6 £O) (@) =120 = 5!
O () = (17_2‘;)7 79 (x) = 720 = 6
F0) = s PO = e 3 eloual
Reiknum svo it 6. stigs Taylor marglidu um 0:
po(a) = Ii 20 o o
— 100+ (00 + T DS (2!(0):[;6
:1+m+§—ix2+g—i$3+j—i:ﬂ4+g—iw5+%x6

=14+a+22+23+ 22+ 22+ 45
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1
a—+ bx
Hérera=1

Synum lika hvernig nota ma dbendinguna: Allar afleidur fallsins f(x) =
nlp"

(=1)"- (a1 byt

eru gefnar med formulunni
— T

er heegt ad setja fram med fomudlunni f (x) =

1

og b = —1, svo a0 allar afleidur fallsins f(z) = 1

nl(-1)" n!
(1—z)ntl (1 — )t

7 @) = (-1

7!

®0) =k, k=0,1,... MD(s) = ——5
f (0) k? k 07 ) 76 Og f (8) (1—8)8’

ds €]0, z[.

6
Framhaldid gefur eins og adur segir pg(z) = Z z¥. Drogum loks upp fallrit f og
k=0
nalgunarmargliounnar i einni mynd.

6(z) =14z +2+ 2%+ 2 4+ 2% 4 b

\

(i) Vid sjaum af myndinni ad nalgunarmarglidoan er fjarri réttu lagi pegar x nalgast
—1 fra heegri. Einnig fjarlegjast ferlarnir pegar = stefnir 4 1 fra vinstri. Petta
skulum vid rannsaka:

Formula fyrir skekkjunni er

(M) 7
= G o= par sem s er einhver tala 4 milli 0 og z.
7! (1—s)8

EG(JJ)

Vid vorum ad nalga fallid f(z) =

samfellt og hefur samfelldar aﬂei’éur_fyrir x < 1. Par sem nalgunarformdilan er
tekin um null, gildir setning Taylors adeins fyrir z < 1 og pa s < = < 1.

sem er 6skilgreint i x = 1, en pad er
X

'Notum veldaregluna u"v" = (wv)" fyrir (—1)" - (=1)" = ((=1) - (=1))" = ()" = 1.
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Ranns6kum nu skekkjuna fyrir « 4 bilinu [0, 1]

Festum ni eitthvert z 4 bilinu [0, 1[. Fallid f(7)(s) = ﬁ, sem er fall af s en
ekki z, er stranglega vaxandi a bilinu |0, [ og til a0 fa (skynsamlega laga) yfirt6lu
fyrir steero skekkjunnar myndum vio alltaf velja s = x, af pvi a0

7 7
(7) _ < )
oo S = max s S e

I pessu sidasta mati hugsar madur um z sem einhverja fasta télu 4 bilinu [0, 1].
Nu getum vid metid staerd skekkjunnar og faum

|

B6(0)] < {7 o

Meb pvi a0 reikna ut (l‘fg)g fyrir nokkur gildi & z 4 milli 0 og 1, sést vel ad ps er

g60 nalgun a f ef z er négu nalegt 0 en alls ekki pegar = nalgast 1.

[ x [00] ©00f | 010 [ 030 [050] 060 | 080 [ 000 [ 0099 |
[ max|E(z)] | 0 | 11-10-™ [ 23.1077 [ 38-10°3 | 2 [ 43-10" [8.2-10% | 48-10" [ 9.3-101° |

Athugum p6 ad petta er yfirmat a skekkju; raunveruleg skekkja aetti aldrei ad
verda meiri en petta 1 hverjum punkti.

Rannsokum nast skekkjuna fyrir z < 0

Efz <0, baer s €]z,0[ og bar sem |f7(s)| er vaxandi fall, b4 er
7!
—op

Staerd skekkjunnar fyrir z < 0 er pa

M (s)| =
s N

| Eo(x)] < ||
sem vex hratt fyrir x < —1, en 0 < lim,_,o_ |E(z)| < lim,__ |z|” sem bydir ad

steerd skekkjunnar stefnir 4 nill pegar = stefnir 4 nill fra vinstri.

Samantekid pyoir petta ad vid getum adeins buist vid notheefri nalgun ef vid
erum négu nalaegt nulli.

Vid getum fengid miklu meira ut ar pessu verkefni. Vid tokum eftir ad fallio f
hefur afleidu fyrir eins stér n og madur getur hugsad sér:

n!
(1—s)ntt

Er pa alltaf haegt ad taka Taylor marglidur af & heerra stigi ? Spurningin sem
situr eftir er nefnilega pessi: Gildir jafnan

1 =
_ Z zF
k=0

f"(s) =

l—z

og ef svo, pa fyrir hvada z?
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Riemann summa

Latum f vera samfellt fall, skilgreint a4 lokudu og takmorkudu bili [a,b], a < b og b.a.
f(z) > 0fyrir 6ll « € [a,b]. Vido hofum dhuga & a0 reikna flatarmalido sem afmarkast
af grafi fallsins og linunum x = a, x = b og y = 0. Edlileg hugmynd er ad skipta bilinu
[a,b] upp 1 mjéa strimla og taka eitthvert fallgildi f a hverjum strimli. P.e. vid veljum
einhverja stéra nattirulega tolu n og bitum [a, b] upp 1 n strimla med breidd
b—a
n

h=
med pvi ad skilgreina
rp=a+hk, k=0,1,...,n

og skooa fallid f & bilunum [zg,z1], [z1,22], .- [Tn-1,Zn]- A hverju pessara bila
veljum vio eitthvert

Yk € [xg ,xp41] fyrirk=0,1,...,n—1

og reiknum ut summuna
n—1
> flyrh.
k=0

Pad kemur i 1j6s ad af pvi [ er samfellt fall, b4 nalgast madur alltaf meir og meir
eitthvert akveoio gildi eftir pvi sem maodur velur n steerra (p.e. strimlana mjorri) og
betta gildi er kallad heildi f yfir bilid [a,b] og er taknad med

/ab f(z)dx.

Ath. x er svokollud frjals breyta. Allt eins maetti nota ¢, y eda . Hugmyndin er
eingongu su ad lata vita m.t.t. hvada breytu 4 ad heilda.

Pad er litil asteeda til pess ad takmarka sig vid foll f(z) > 0 og er venja ad leyfa
neikvaed gildi. Pa er sa flotur sem er fyrir nedan y = 0 talinn med, en sem neikvaedur.
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Nokkrir mikilvaegir eiginleikar heilda:
Latum f og g vera samfelld foll & [a,b], a < b. Pa er

/a flx)dx =0
og madur skilgreinir
/a f(x)dx = —/bf(x)dx.
b a
Ef A og B eru rauntélur pa er
b b b
/ (Af(x) + Bg(x))dx = A/ f(x)d:n+B/ g(2)da,
efa<c<bpaer
c b b
[ t@ds+ [ paya= [ fayds,
ef f(z) < g(z) fyrir 6ll = € [a,b] ba er

/ab f(x)dx < /abg(x)dac
g

(o)

[ s@s| < [ 15@)as.

Ab auki gildir

Regla 7.1.1 — Milligildisetning fyrir heildi. Latum f vera samfellt fall 4 [a,b], a < b.
Paertilc € [a,b] b.a.

b
mLf@szwfaﬁ@)

Sonnun. Af pviad f er samfgllt ala,b] tekur f leegsta gildi sitt m og haesta gildi sitt
M & bilinu [a, b] samkveemt Utgildissetningunni. En ba er

(b—a)m:/abmdarg/abf(x)d:rg/abMd:U:(b—a)M,

b.e.
b
bla/a f(z)dx < M.

Par sem f verdur ad taka 6ll gildi & milli m og M 4 bilinu [a, b] samkveemt Milligildis-
setningunni, hlytur ba ad vera til c € [a,b] b.a.

50 = [ faya,

m <

Sambandid a milli stofnfalla og heildunar er einfalt. Um bad er fjallad i Hof-
udsetningu staerofraedigreiningarinnar sem er lika kéllud Undirsté6dusetning
orsmaedareikningsins. Eins og nafnid gefur til kynna er petta mikilveeg setning. A
ensku heitir hun Fundamental Theorem of Calculus.
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Regla 7.1.2 — Hoéfudsetning Staerodfraedigreiningarinnar, | Hiuti. Ef f er samfellt fall &
bili [a,b] ba getum vid skilgreint fallio F': [a,b] — R,

F)= [ f(a)de

Nu gildir: Fallid F er deildanlegt 4 | a,b[ og er stofnfall f, b.e. F'(y) = f(y).

Sonnun. Fallid F er deildanlegt iy € | a,b[ ef markgildid

hmF@+M—F@)
h—0 h

er til. Vid reiknum,

. y+h [y
o P+ —F@y) 7" f@)de = [2 f(x)de _
h—0+ h h—0+ h h—0+ h

og samkvaemt Reglu 7.1.1, Milligildissetningu fyrir heildi, er fyrir sérhvert » > 0 til
ch € [y, y + h] b.a.

y+h
/y F(@)dz = (y+ h — y) F(cn) = hf(cn)

og eftir pvi sem h > 0 er neer 0 er ¢, > y neer y. Par sem f er samfellt gildir
hlir(r)1+ f(en) = f(y) og pvi er markgildid ad ofan til og
ﬁ

T @ hf(e)
A, T = e = lim flen) = J(y)-
tilfellid pegar h stefnir 4 0 fra vinstri er svipad. |

Regla 7.1.3 — Hofudsetning Stcerdfraedigreiningarinnar, Il hiuti. Ef f er samfellt fall a
bili [a, b] og F' er eitthvert stofnfall f 4 [a, b], pa er

b
/a f(z)dz = F(b) — F(a).

Sonnun. Latum n vera stéra natturulega tolu, i := (b — a)/n og
rp:=a+hk, k=0,1,...,n.

Athugum a6 samvkaemt Meodalgildissetningunni er fyrir sérhvert £ = 0,1,...,n — 1 til
Yr € ]$k, xk+1[ b.a.

F(azkmh— Fo) _ pry) = f).

En ba er (kikissumma)

n—1 n—1 n—1
F(b) - F(a) =Y hF($k+1)h_ Fla) _ Y hF(ye) = hf(yr)
k=0 k=0 k=0
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en haegri hlidin & pessari jofnu er eins nalegt

b
[ s@ya
a
og vera vill pegar n er négu stort. |
s Deemi 7.1
a 1 .| 1 1 1
/x2dx:fx3 =-a®—20°==d°
0 37 |,—o 3 3 3
s Dcemi 7.2
2 1 3 =2
2 3 2
— 3z +2)de = |-2® — Za® +2
/71 (aj T+ ) T {3:1: 2:17 + :UL:_l
1 3 1 3
——.8—".442.2— (= (-1)=2-1+42- (-1
s 5tk (gD -5 142 (-1)
_9
5

m Deemi 7.3 Reiknum flatarmal sveedisins sem afmarkast af ferlunum x = 0, x = =,
y =0 og y(x) = sin(x).
m Lausn Maour rissar skyringarmynd og sér ao flatarmalid er

/O7r sin(z)dz = [— cos(z)];—; = — cos(m) + cos(0) = 2.

m Dcemi 7.4 Reiknum )
/ | sin(z)|da.
0

mLausn Nu ersin(z) > 0 fyrir 2 € [0, 7] og sin(x) < 0 fyrir z € [r, 27] svo

/027r | sin(x)|dx = /07r | sin(x)|dx + /:ﬂ | sin(z)|dz = /07T sin(z)dx + /:ﬂ(— sin(z))dx

= [— cos(@)]*=] + [cos(2)]“Z2" = 2 4 cos(27) — cos(m) = 4.

T=T
L]

m Deemi 7.5 Getum vid notad Hofudsetningu staerdfraedigreiningarinnar til ad reikna
heildid

5 1
/ dx
0 T —2

m Lausn Svarid er nei, af pvi ad fallid er ekki samfellt a bilinu [0, 5].

Latum nu f vera samfellt fall og g vera deildanlegt fall. Hvernig deildum vio

d 9= Nt 7
%/ fB)dt
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Setjum

F)= [ foat

Paer F'(y) = f(y) og skv. Kedjureglunni er

2 Plg@)) = F'lg(@) - o/ (2) = flo(a)) o/ )
m Dcemi 7.6 .
% /0 " (#8 + cos(t)) dt = (sin®(x) + cos(sin())) - cos(a)
n Dcemi 7.7 .

d x? d T 0
o /353 cos(t)dt = o </0 cos(t)dt + g Cos(t)dt)

Afingar 7.1

Afing 7.1.1 Litum & fallid f(¢t) = } med ¢ € [1,2] par sem 1 < z. Fallid f er samfellt
4 lokada bilinu [1, x| og samkvaemt Hofudsetningu Steerdfraedigreiningar, I hluta,
ma skilgreina nytt fall F b.a. F'(z) = %, fyrir x > 1 p.e.

F(x):/lxidt

Vid pbekkjum petta fall betur undir heitinu ndttirlegi logrinn fyrir x > 1.

1) Fallid f(t) = 1 er samfellt 4 bilinu [z, 1] bar sem 0 < z < 1. Notid Héfudsetn-
inguna, I hluta. til ad skilgreina nytt fall G b.a. G'(z) = %, fyrir 0 < x < 1.
Hvada fall er petta G og hvert er myndmengi pess ?

2) Fallid f(t) = 1 er samfellt 4 bilinu [z, —1] par sem = < —1. Er haegt ad nota
fyrri hluta Hoéfudsetningar til ad smida nytt fall H skilgreint 4 lokada og
takmarkada bilinu [z, —1] p.a. F'(z) =1 ?
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Oeiginleg heildi
Vid skodum nu heildi falla f :]a,b] — R sem eru samfelld 4 bili ]a, b] og markgildid

b
Cgrg+ j f(z)dx = L.
er til. P4 skilgreinir madur
b b
/ f(z)dx = lim / f(x)dx = L.

c—a+

Svipad er gert ef fall ¢ : [a,b] — R er samfellt 4 [a, b] og markgildid

lim g(x)dx = L er til.

c—b— Jq

Pa skilgreinir madur lika

b c
/ g(x)dx = lim / g(x)dx = L.
a c—b— Jq

Pao er lika 1 lagi ad lata a« = —oo og/eda b = 4.
m Daemi 7.8 Fyrir hvada 0 < ¢ < 1 sem er gildir
1 =1
/ x_%dx = [25{3%} = 2 — 20%

og pa
. Loy . 1
lim Tz 2dx = lim (2—202>:2.
c—0+ /. c—0+

bvi er heildid af fallinu f :]0,1] — R, f(z) = 272 (sem er samfellt 4 10, 1]) yfir [0, 1],
skilgreint sem

/01 f(x)dx := lim /Cl f(x)dx = 2.

c—0+

m Daemi 7.9 Fyrir 61l ¢ > 1 gildir

¢ 1 —17%=¢ -1
e
1 T 2 c

lim izdx: lim <_1+1):1.
T

c—+o0 Jq c—+00 C

Pvier

too ] -1
/ 7d$ = lim ( + 1) =1.
1 x c—+00 C
Yfirleitt ritar madur petta bara beint sem
too ] —1
1z x

og @tlast til pess a0 lesandinn atti sig 4 pvi ad vido tékum markgildio x — +oo til a6 fa
sidasta jafnadarmerkio. "

r=-400

=1

z=1
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s Demi7.10

tdr _ In(z)]*=t = In(1) — lim In(z) = —(—00) = +o0
0 =0 z—0+ ‘

Nu er, fyrir z < 0,
d d 1 1
svo In |z| er stofnfall fallsins 1/z fyrir 6ll « # 0. Pa er
0 dx =0 . .
L &= Mfal)=, = lim () — In(1) = —o.
1

. d .
Reynum ad reikna / @ Rangt svar veeri
1 x

/1 B njef7=L, = In(1) — In(1) = 0.

1 x =1 —

Parna er Hofudsetningin notud an pess ad forsendurnar séu uppfylltar (p.e. 1/x er
ekki samfellt & bilinu [—1, 1]). Rétt svar er ad

L dx 0 dx L dx
[N

1 1 x 0 x
sem er ekki skilgreint og pvi er heildid heldur ekki skilgreint. "
m Deemi 7.11

/0+OO sin(z)dz = [~ cos(z)]?Z4>® = lim (—cos(z)) — (—1).

r——+00

Par sem markgildio er ekki skilgreint er heildid heldur ekki skilgreint.

Almennt er ekki haegt ad gefa neina paegilega formulu fyrir stofnfalli. Vio skodum
i framhaldinu nokkrar aoferdir sem audvelda leikinn.

Afingar 7.2

Afing 7.2.1 Reiknio eftirfarandi heildi eda rokstydjio ad pau séu ekki skilgreind:

(i) (iii)
/OOO e 2dx /OOO xdx

(i1) - (iv) -
/ ze ™ dz / z cos(x?)dx
0 0
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Adferd innsetningar

Latum F vera stofnfall fallsins f. Skv. Kedjureglunni er
d
o 9(@) = F(g(x) - g'(z) = flg(2)) - g'(2)

svo fallid F(g(z)) er stofnfall fallsins f(g(x)) - ¢'(z). Petta ma oft nota til ad reikna
heildi.

m Daemi 7.12 Reiknum

L2z
——dx.
/0 x2+1 v
m Lausn Med breytiskiptunum g(z) = 2% + 1 faum vid ¢/(z) = 22 og b4 med f(z) = 1/x
og F(xz) =In|z|er

/01 o= [ ' F9(@)-g @)z = F(g(1)) ~ F(g(0)) = (1> 1)~n(0*+1) = In(2)

Yfirleitt er peegilegra ad reikna pad sama adeins styttra: Setjum u = z? + 1. Pa er

du _du 9 B 9 B
@—Qxb.e.dx—%j og u(0)=0"+1=1 og u(l)=1"+1=2.
bvier
L2z u(D) 22 du 21 —9
———dr = —— = —du = |1 v =1n(2) — In(1) = In(2).
L omrte= [ = [ gt =Ml =) - n) = n2)

m Daemi 7.13 Reiknid
5 .
/ sin(3 ln(w))dx
1

x
med breytuskiptunum v = 31n(x).

mLausn Nuer

du 3 x
el b.e. gdu =dr og u(l)=3In(1) =0 og u(5) =3In(5).
bvier
5 . 3111(5) —
J B 4, / sin(u)du = [~ cos(u)]'Z5" = 2 (1~ cos(31n(5))).
1 T 0 3 3 3

]
1
m Daemi 7.14 Reiknid / e’v1+ e® dr med breytuskiptunum v = 1 + e*.
0

mLlausn Nuer

d
ﬁ =e" be.du=e€"dr og u(0)=2 og u(l)=1+e.
Pvier

1 It+e 2 u=1+e 2
/ emx/l—}—emdx:/ widu == {u%] :§<(1—|—e)%—2\/§).
0 2 =
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3 d
m Daemi 7.15 Reiknid / ﬁ‘x? med breytuskiptunum u = arctan(z).
0 T

mLlausn Nuer

du 1

pria s u(0) = arctan(0) =0 og wu(3) = arctan(3)
og pa

3 dx arctan(3)

/0 22— /0 du = arctan(3).
Athugio, ad til pess ad finna sambandid a milli du og dz ma allt eins nota x = tan(u)
og reikna

Z—z =1+ tan®(u) =1+ 22

]
Afingar 7.3
/fing 7.3.1 Reiknid / g
g7.3. . Tr@o1p g n

Afing 7.3.2 Synio ad

4 _ —T
/1+e_mdx—4(1+ln(1+e ) +C

Afing 7.3.3 Reiknid

() /e572xda7 (iii) /\/mdx (V)/ 42?1
(ii) /cos(aw—l—b) dx (iv) /€2xSin(€2x)dx (v1)/ “ -

7.4 Hlutheildun

Latum f vera samfellt fall a [a,b] og ¢g vera deildanlegt fall & ]a,b[, a < b. Latum F
vera stofnfall f. Pa er

% (F(z) - g(x)) = F'(x) - g(z) + F(2) - g () = f(2) - g() + F(x) - ().



202 Kafli 7. Stofnféll og heildi

Ef vid heildum nu badar hlidar fra a til b faum vid
b b b
F@) - s@2 = [ #w) g fdo= [ 1) g+ [ F@) g @),
b.e.
b b
| @) g(a)de = (F@) - 9@zt~ [ F@)- g/ (@)da.
m Deemi 7.16 Reiknum heildio:
e 2dx = |(—cos(x)) - x* - 7r—cosgz? ‘2w dx
| sin(@) - a?de = [(=cos(@))-a?] T~ ["(=cos(@)) - 204
=72 COosS(T) - T ax
— g2 /O (@)-zd

=n’4+2 ([Sin(x) cxli ) — /07T sin(z) - 1 da:)

= 7% — 2[—cos(z))’2) =7 — 4.

T=T

z=0

m Deemi 7.17 Finnum stofnfallid
1
/6:(:5 In(z)dz = In(x) 25 — /mﬁ o dx
=1In(z) 2° — /xB dx

Afingar 7.4

Afing 7.4.1 Notio hlutheildun til ad finna stofnfoll:

1) /xz-lnxd:r 1ii) /:r-cosxdx
11) /x3-lnxdaz 1v) /sinx-cosa:d:v

7.5 Stofnbrotalidun til ad leysa heildi
Skodum nu heildi af gerdinni
P,(x)
dr
[ o
par sem P, (z) er marglida af stigi n og Q),,,(z) er marglioa af stigi m. I tilfellum sem

pessum er oft haegt ad nota stofnbrotalidun til ad einfalda heildid. Vido skodum betta
med deemum.
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. o q. x+4
m Dcemi 7.18 Leysum helld16 / m dx.
m Lausn Notum stofnbrotalidun
r+4 x+4 A B Az —-2)+ B(x —3)
r2-5z+6 (r—3)(x—2) (x—3) (x—2)  (z—-3)(z—2)
Vid hofum pvi ad

v+4=Alx—2)+Blz—3)=(A+B)z— 24— 3B

svo studullinn vio = gefur okkur ad A + B = 1 og fasta studullinn gefur okkur —2A4 —

3B = 4. Leysum pessar tveer jofnur saman og faum ad A = 7 og B = —6. Vid hofum
pvi
z+4 7 —6
———dx = dr=Tln|x —3|—6In|x —3|+C
/;1:2—533—1—6 v /[(ﬂc—3)+(:n—2) . nle—3| nle— 3|+
|
. 1
m Daemi 7.19 I heildinu / m dzx gengur ekki ad ad nota stofnbrotalidunina
1 A B
==+

rx—12 = (r—1)2

med somu adferd og i deeminu 4 undan, par sem petta gefur enga lausn. Hér reynum
vio pvi

1 —é—l- B n C  Alx-1)?4Bz(z—-1)+Cx
rz—12 =z x-1 (z—-1)2 x(z—1)2

og faum
|

1=A@?-22+1)+Baz> -~ Bx+Cx=(A+ B)a® + (-24 — B+ C)z + A.

Fasta studullinn gefur okkur A = 1, studullinn vid = gefur okkur —24 — B+ C' =0 og
studullinn vid 22 gefur okkur A 4+ B = 0. Petta gefur okkur fastana A =1, B = —1 og
C = 1. Vid setjum nu upp heildid

1 1 —1 1 1
= _de=[]- dr =In|z| |z — 1] — ——
/x(az—l)Q B /|:SU+93—1+(SC—1)2 v =lnje —lnfz —1] :C—1+C

Ef marglidan i teljara er af sama stigi og marglidan i nefnara getum vid notad eftirfar-

andi aofer?d.
2

= Dcemi 7.20 Leysum heildid / R —
e +x—2

m Lausn Vid umritum nu brotid
x? 7362—&-95—2—(3:—2)71 T —2
2+x—2 2+z-—2 - 2+r—2

og petta brot getum vid nu stofnbrotalidad
x—2 x—2 A B Alz-1)+B(z+2)

2tr-2 @t2@-10 (@+2) @-1 @+ 2)@-1)



204 Kafli 7. Stofnfoll og heildi

Nu hofum vid
m—2£(A—|—B)x—A+QB

sem gefur okkur jofnurnar A+ B =10g —A+2B = —-2,b.e. A=4/30g B=-1/3.
Setjum nu upp heildiod

/ﬂfi_zdf”:/[l‘(ﬁgzﬂﬂﬂdm

4 1
:J:—gln|x+2|+§ln\az—1|+a

Afingar 7.5

Afing 7.5.1 Notid marglidudeilingu og/eda stofnbrotalidun til ad finna stofnfoll:

i) iii) 2
a5 7+ 1
d
/3:U2+8:U—3 v 6x—9x2dx
i1) iv)
dx / w2 da
/ 3 + 222 + 22 (2 —1)(z% - 4)

7.6 Flatarmadl a milli tveggja ferla

Latum f og g vera samfelld foll & [a,b], a < b, b.a. f(z) > g(x) fyrir 61l = € [a,b]. P4 er
flatarmalio sem afmarkast af ferlunum x = a, x = b, y = f(x) og y = g(z) gefid med

Flatamal — / () - g(x))d.

a

m Deemi 7.21 Reiknid flatam4lid sem afmarkast af z = 1, z = 2, f(z) = —2° og

g(x) = —x°.
m Lausn

-1 5 1 4r—2 17

/12(—302 — (—2®))dz = [3$ + T =1

r=1

(af bvi ad —2? > —a3 fyrir 6ll = € [1,2]).

Oft eru deemi med akvordun flatarmals sett fram eins og i neesta deemi:

m Deemi 7.22 Finnid flatarmal takmarkada svaedisins sem afmarkast af ferlunum

y=ax>—2xo0gy=6x— 2
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m Lausn Fyrst finnur madur skurdpunkta ferlanna, p.e. leysum fyrir z jéfnuna
22 — 20 =62 — 2 = 2? =4z

sem hefur lausnirnar z = 0 og x = 4. Nl er 22 — 22 < 62 — 22 fyrir 611 0 < = < 4 svo
flatarmalio er gefid med

4 4 2 z=4 12 4
/ (6 — 2?2 — (2% — 2x))dz = / (8x — 22%)dx = {43:2 — x?’} 8_F0 .
0 0 3 =0 3 3

m Dcemi 7.23 Reiknum flatarmal (takmarkada) sveedisins sem lokast af 4 milli ferlanna
y=1ogy(z)=5/(x% +1).

Mynd 7.1
m Lausn Vid byrjum & ad finna skurdpunkta ferlanna sem vid sjaum 4 Mynd 7.1. P.e.
pau z b.a.
5

— = 1.

2?2 +1
Pad er audvelt ad sja ad pessi jafna hefur tveer lausnir, x = —2 og x = 2. Pa er
flatarmalio

2 5 =2
/_2 (x2 1 1) dx = [Sarctan(z) — x];_",
= Sarctan(2) — 2 — (barctan(—2) — (—2))
= Harctan(2) — barctan(—2) — 4 = 10arctan(2) — 4 ~ 7.0715.

Afingar 7.6

Afing 7.6.1 Reiknid eftirfarandi flatarmal:
1) Takmarkada svadid sem lokast 4 milli ferlanna y = 22 — 1 ogy = 1 + 22
2) Takmarkada svae0id sem lokast a milli ferlanna y = sinx og y = cosz fyrir
0<x < 2.
3) Takmarkada sveedid sem lokast 4 milli ferlanna y = 22 og y = 23.
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Lausnir @ voéldum deemum

m Deemi 7.24 Latum P, tédkna skiptingu & gefnu bili [a,b] 1 n jafnlong hlutbil; 611
ao lengd Az; = b_T“ Latum L(f, P,) takna undirsummu fyrir heildio | f f(x)dz og
U(f, P,) takna yfirsummu fyrir heildio, b.e.

b
L@&KLf@MSWﬁ&)

Metid L(f, P,) og U(f, P,) fyrir gefin foll f.

ATH ) Googlid upper Riemann sum og lower Riemann sum

1) f(x)=24]0,2] ogn =S8. 2) f(x) =22410,4] ogn = 4.
= Lausn
1. Vid eigum a0 skipta bilinu [0, 2] upp i » = 8 hlutbil. P4 verdur hvert og eitt peirra
af lengdinni
b—a 2-0 1
A P = = — = —,
SR § 4
Bilskiptipunktarnir eru pa 9 talsins. Reiknum lika fallgildi 1 peim 6llum:
i |0]1]2[3]|4]|5|6]|7]|8
AUEEHNHEHE
s ol | [3]1ggg ]

Nuer Az; = Ax = % fyriri =0,1,...,8 og hlutbilin eru

[o 1] [1 2] [2 3] [3 4} 4 5} [5 6] [6 7] [7 2}
a474747474_74747-47474747474747 .
UNDIRSUMMA: Fallid f(z) = = er stranglega vaxandi & [0, 2], svo ad vid hofum
undirsummu ef vid tokum fallgildi & hverju hlutbili i vinstri endapunkti:

L(f, Ps) = f(zo)Ax1 + f(z1)Axe + f(x2)Axs + f(x3)Axy
+ f(xa)Azs + f(x5)Aze + f(w6) Ay + f(27)Ay

_01+1 1+1 1+3 1+ 1+5 1+3 1+71
4 4 4 2 4 4 4 4 4 4 2 4 4 4

1/1 1 3 5 3 7

= [+ 4+ +14+5+24+= = 1.75.
4<4+2+4+ +4+2+4> 75

YFIRSUMMA: Faum yfirsummu ef vid tokum fallgildi a4 hverju hlutbili i haegri
endapunkti pess:

L(f, Ps) = f(z1)Az1 + f(z2)Azs + f(z3)Azs + f(za)Azy
+ f(335)AJU5 + f(IG)A:L‘G + f(l’7)A$7 + f(ajg)Axg
= (f(z1) + flz2) + fw3) + f(@a) + f(25) + f(w6) + f27) + flws)) Az

36\ 1
= (=) = =225
(%) 3
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2. Abending: Fallid er vaxandi 4 gefnu bili og pvi haegt ad leysa pad eins og 1id 1).

a 1
a Dcemi 7.25 Notid ad / #* = ~a* og tilkid
0

1
/O V1= 22de (7.1)

sem flatarmalid af takmarkada svaedinu sem afmarkast af ferlinum y = V1 — 22,
1
r—asnum og 160réttu linunum z = 0 og x = 1. Reiknid svo ut flatarmalid / (2% +
0
V1—2?)dx.

m Lausn Athugum fyrst ad hringur med midju i (0,0) og geisla r = 1 hefur jofnuna
22 + y? = 1 (teiknid mynd). Faerum 22 4 haegri hlid, drogum raetur og faum /42 =
V1 —2? p.e. ly| = V1 — 22. Petta gefur tvo f6ll: Ef y > 0 ba feest ferill halfhrings sem
liggur ofan vid z—4sinn

y=V1-—a?
en ef y < 0 pa feest sa hluti hringferilsins sem liggur nedan vié z—asinn
y=—V1-—az2

Vid eigum ad nota y = /1 — 22. Flatarmal einingarhrings er 7, og ef hann er stadsettur
med midjui (0,0) og vid eigum ad finna flatarmalid liggur ofan vid z—4s og afmarkast af
160réttu linunum x = 0 og x = 1, pa sjaum vid ad fjéoroungur af fleti einingarhringsins
lendir innan pessara marka, svo ad

1
/\/1—:c2da::%.
0
Pa fest loks, ad
1 1 2 1 =
/(m2+\/1—x2dm):/ 332da:+/ \/1—x2:§+—.
0 0 0

4

Einnig er haegt ad nota innsetningu til ad reikna ut heildid (7.1); t.d. x = sint (pa verda
heildunarmérkin t = 0 og t = 7/2).

m Daemi 7.26 Finnid medalgildi fallsins f(x) = = + 2 4 bilinu [0, 4].

m Lausn Medalgildi(e. average value, mean value) heildanlegs falls f 4 bili [a, b] er gefid
med formulunni

=it [ s
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cos 0 1

m Daemi 7.27 Reiknid ut afleiduna i dx
df Jsing 1— -7/'2

m Lausn Latum a vera einhverja rauntélu a heildunarbilinu og skjétum henni inn i
heildunarmoérkin og faum

cos 0 1 a 1 cos 0 1
d :/ d / d
/sin0 1—2a2 o sin91_«732 v a 1—22 v
sin 0 1 cos 6 1
= — d d
/a 1—x2 $+/CL 1—z2 v

cos 0 1 sin 0 1
:/ dxf/ dx
o 1—x2 o 1—z2

0
Latum F(0) vera stofnfall ! 2 ,t.d. F(0) = / . !

dx fyrir eitthvert heppilegt a.

_ 2
Paer
dr@) 1
a9  1-62
Med Keojureglu faest
dF(costl) 1 dcosf  —sinf -1
de 1—cos2 do  sin®?6  sind
dF(sinf) 1 dsinf  cos  cosf 1
dd9  1—sin?0 df  1—sin?60 cos26  cosf

Af ofangreindu sést pa ad

d [eoes? 1 d cos 1 sinf
@ sin 6 Mdl’_d@(/a 1—x2d$_[l 1_x2dx>

= —(F(cosf) — F(sinf))
—1 _ 1
sinf  cosf

Oeiginleg heildi
m Daemi 7.28 Metiod heildin eda synid ad pau séu 6samleitin.

400 3
1 —*d
)w/O ¢ v 2)/oo$2+1

m Lausn 1 fyrra heildinu er mjég audvelt ad sja stofnfallid:

400 _
/ e 3 dy = [16&”
0 3

I bvi seinna parf madur ad vita ad arctan z er stofnfall 1/(1 + 22). Pa feest

-1 dx
/ 5 dxr = arctanx
oo XF+1

=00 ~1 1
=0— - =~
=0 3 3

r=—1 ¢ ( 1) i " ™ —T ™
= arctan(— — 1m arctanyr = —— — — = —.
r=—00 T—r—00 4 2 4
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Hlutheildun
s Dcemi 7.29
1) /x3 Inzdx

2) Finnio flatarmalio nedan vio y = e *sinz og ofan vio y = 0 fra z = 0 til x = .

= Lausn
1. Setjum f(z) = 2 og g(x) = Inx og ba F(x) = % ogg'(z)=1:

/x?’lnxdw = /f(a:)g(x) dx = F(x)g(x) —/F(:U)g'(x) dz

4 4
1
:%lnx—/%'—dm

T
4 3
:%lnx—/%dx
x4l xt
e P
4 T 16
—E(lnx —1)

2. Setjum f(z) = e, g(x) =sinz og pa F(z) = —e %, ¢'(x) = cos x:

I:= /07r e “sinxdr = /07r f(x)g(x) dz = [F(x)g(z)]; — /OTr F(x)g (z)dx
= [—e "sinz]; — /Oﬂ (—e ™) - cosxdx

=0+ / (e™") coszdz.
0

N1 beitum vid aftur hlutheildun & [ e cosz dx med f(z) = e, h(x) = cosz og
W (x) = —sinz: Faum

I:/O e*xcosmda;:/o f(z)g(z)dx = [F(x)g(w)]g—/o F(x)g'(x)dx

=[-e7" cosx]g —/0 (=) (—sinz)dx

= (—e*” cosm — (—e " cos O)) —/ e “sinzdx.
0

=—e"4+1-1

sem er jafngilt pvi ad 2] = e~ ™ + 1, og pa er

™ 1 __ T
/ e Tsinxdr = ¢
0 2







8.1

Deildajafnan i/ = ky

Skooum (mikilveegu) deildajofnuna
y' = ky, k € R einhver fasti. (8.1)
Athugum a0 ef y(x) er lausn pessarar deildajofnu, pa er

d (y($)> _ Y (@)™ —kety(x) _ ky(z) — ky(x)

dx ekx erx ekz

ba faest samkvaemt Reglu 4.4.2 4 bls. 122 ad

=0

Yy x
e(kz) =C, be vy(x)=Ce",

par sem C € R er einhver fasti. Petta pyoir ad upphafsgildisverkefnio
y' =ky, y(0) =y,

bar sem k og yo eru einhverjir fastar, hefur étvirsett akvordudu lausnina y(z) = yoe*?,
Dom(y) = R.

Svona upphafsgildisverkefni koma mjog oft fyrir pvi jafnan ¢ = ky pydir ad y minnkar
(k < 0) eda vex (k > 0) i réttu hlutfalli vid steero (sjalfs sin).

m Daemi 8.1 Gefin er einhver steerd y sem fall af tima ¢. Vitad er ad y(0) = 10 og ad y
minnkar um 10% & sérhverjum 2 timaeiningum, b.e. y(¢ + 2) = 0.9 - y(¢). Finnid y sem
fall af t.

mLausn Pad ad y sé ad minnka sem hlutfall af staerd y pyoir ad y uppfyllir deildajéfnuna
y' = ky fyrir einhvern fasta k. Lausn deildajéfnunnar er pvi y(t) = Ce** fyrir einhverja
fasta k og C. Nu er 10 = y(0) = CeFY = C svo C = 10 og k feest tr jofnunni
10e?* = y(2) = 0.9-9(0) = 0.9-10 = 9 svo e** = 0.9, b.e. £ = In(0.9)/2 ~ —0.05268. Fallid
y er pvi

y(t) = 10092 5 1005268
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m Dcemi 8.2 Gefin er einhver sterd y sem fall af tima ¢. Vitad er ad y(0) = 1 og ad y
tvofaldast & sérhverri timaeiningu, b.e. y(t + 1) = 2 - y(¢). Finnid y sem fall af ¢.

m Lausn Pad ad y sé ad vaxa sem hlutfall af steerd y pyoir ad y uppfyllir deildajofnuna
y' = ky fyrir einhvern fasta k. Lausn deildajéfnunnar er pvi y(t) = Ce** fyrir einhverja
fasta k og C. Nt er 1 = 4(0) = CeF? = C svo C = 1 og k feest tr jofnunni 1-eF = y(1) =
2-y(0) =2svo ek =2, b.e. k= In(2) ~ 0.693147. Fallid y er pvi

y(t) = @t = (M)t = gt x (0693147

Afingar 8.1

/fing 8.1.1 Vid hofum 3 kg af geislavirku efni. A hverju 4ri klofna 0.1% af efninu
nidur. Eftir hversu langan tima hofum vid tapad helmingnum af efninu? Hvert
veeri svarid ef vio hefoum upphaflega haft 500 g af efninu en ekki 3 kg? m

Afing 8.1.2 Vid hofum geislavirkt efni. Helmingunartimi pess er 28.3 ar. Setjido upp
deildajofnu sem lysir eydingarferlinu og leysido hana til pess ad fa megn efnis sem
vid hofum sem fall af upphaflegu magni C og tima t. =

8.2 Annars stigs deildajéfnur med fastastudla

Vid leidum ut lausnarformulu fyrir annarsstigs deildajofnur meo fastastuodla
ay”(t) + by (t) + cy(t) = 0.

Vid atlum ad nota tvinntolur og pvi gaeti verid gagnlegt ad lesa sig til um peer i
vidaukanum.

Med pvi ad nota Taylor-radir, er haegt ad rokstydja ad fyrir tvinntélu z = = + iy sé
mikid vit i ad setja

= e”(cosy +isiny).
A sama hatt og vid synum ad
(cosy + isiny) - (cosr + isinr) = cos(y + r) + isin(y + r)

ma syna ao ef z,w € C, pa er

Ad auki er audvelt ad sja ad e* # 0 fyrir hvada =z € C sem er og ad

Re (e"™) = ¢ cosy og Im (") = ¢®siny.
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Latum ni z = x + iy € C vera einhverja tvinnt6lu og skodum fallidé f : R — C,

f(t) = €' = W) = et (cos(ty) + isin(ty)).
P4 getum vio deildad raunhlutann og pverhlutann sem fall af ¢ hvorn fyrir sig og faum
ut

F'(t) = ze™ (cos(ty) + isin(ty)) + e*'(—ysin(ty) + iy cos(ty))

= (z + iy)e*(cos(ty) + isin(ty))

= ze'?.

Skodum nu deildajéfnuna
ay'(£) + by (£) + ey(t) = 0

par sem a, b, ¢ € R eru einhverjir fastar og a # 0.
Pabd fyrsta sem maour atti ad atta sig a er ao ef y; og y-» eru tvaer lausnir deildajofn-
unnar, p.e.

ay{ (t) + by (t) + ey (t) =0 og  ayy(t) + bys(t) + cya(t) = 0,

ba er fyrir hvada tvinntolur A og B sem er fallid y3(t) = Ayi(t) + Byz(t) lika lausn pvi
einfaldir reikningar gefa

ays (t) + bys(t) + eys(t) = a(Ay{(t) + Byy (1)) + b(Ayy (t) + Bys(t)) + c(Ays (t) + Bya(t))

= A(ay{ (t) + by1 (t) + 1 (t)) + Blayz (t) + bya(t) + cya(t)) = 0.

Ef ad vid hofum bara dhuga 4 raungildum follum sem lausnum (sem vid reyndar
hofum), pa getur madur engu ad siour fyrst fundid tvinngild f61l sem lausn og notad
svo tvinntolurnar A og B til pess ad losna vid pverhlutann (eins og vid sjaum & eftir).
Vio préfum ad setja

y(t) = e
par sem z € C er einhver tvinntolufasti sem vid setlum a0 akvaroa. P4 er
y(t) =z = zy(t) og y'(t) = 2y(t).
Ef vid stingum bessu inn i deildajéfnuna pa faum vid
az*y(t) + bzy(t) + cy(t) = (az® + bz + c)y(t) = 0.
Petta pyoir ad ef vid finnum lausnir
az? +bz+c=0,

pa hofum vid fundid lausn a deildajofnunni.
N er til einfold lausnarformaila fyrir az? + bz + ¢ = 0, nefnilega ef

—b+Vb? — 4dac
/]" =
! 2a
pa er

ar%+br1+c:O
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og ef
_ —b— Vb —dac
2= 2a
pba er

ars 4 brg + ¢ = 0.

Nu koma brju tilvik til greina:

Ef b> — 4ac > 0 pa eru lausnirnar r; og r» mismunandi rauntslur og almenna lausnin
er gefin med

y(t) = Ae'™ 4 Bel™
par sem A og B eru rauntélufastar.

Ef b?> — 4ac = 0, b4 er ein lausn

—b
ri=1r1 =19 = g
sem er rauntala og y(t) = e er lausn. Onnur lausn er
y(t) = te'”
pvi ba er

y(t) =€t +rte"  og y(t) =re" 4 re 4 rite™ = 2re™ 4 rite™,

og pba

e (a(r®t 4 2r) + b(1 + rt) + ct
"(t(ar? + br + ¢) + 2ar + b)
"0+ (=b+b)) =0.

ay” (t) + by'(t) + y(t)

e
e

Almenna lausnin er i pessu tilfelli
y(t) = Ae™ + Bte™
par sem A og B eru rauntélufastar.
Ef b2 — 4ac < 0 b4 hefur
az? +bz+c=0

tveer tvinntélulausnir,

—b+ Vb? —dac _—b+i b2 — dac]

e 2a 2a 2a
0g
—b—Vb>—4dac —b /|b® —4dac|
ro = =— i

2a 2a 2a
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Vid setjum

2a

S

|62 — 4ac]

k )
2a

og w

Paerry =k +iwogre =k —iw og vid faum raungildar lausnir med pvi a0 taka

1 4 1 .
yl(t) — §e(k+zw)t + 5e(lcfzw)t — ekt COS(wt)

og
ya(t) = %e(kﬂ'“’)t - %e(’“_i‘”)t = e sin(wt).
Almenna lausnin er pa
y(t) = AeM cos(wt) + BeFt sin(wt)

par sem A og B eru rauntélufastar.

I 6llum premur tilfellum gildir: Til pess ad akvarda fastana A og B barf madur meiri
upplysingar, t.d. ad bekkja y(to) og v/ (to) fyrir eitthvert to. Ef t.d. to = 0. Pa er

A =y(0)
og af pvi ad
y'(0) = AkeFt cos(wt) — Awer? sin(wt) + Bke* sin(wt) + Bwer cos(wt) ’t—O = Ak + Bw

pa er

m Dcemi 8.3 Leysum upphafsgildisverkefnio

_y//+4y/+y:0
UGV — y(0) = 2
y(0)=-1

Kennimarglida deildajofnunnar —y” + 4y’ + 1’ = 0 er —2% + 4z + 1 sem hefur reeturnar

A2 -4 (1)1 —4+V20  —4+2V5
= 2. (=1) S ) =2-V5

0g

o = _4+\/;12'(__41.)(_1)'1 =2+5.

Almenna lausn deildajéfnunnar er pvi

y(t) = Ae™! 4+ Be™! = Ae2-Vo)t + Be2+VH)t
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fyrir einhverja fasta A, B € R og Dom(y) = R. Nt er
2=y(0)=A+B,
svo B=2—-Aog

y(t) = % (AS(Q_\/g)t + B€(2+\/g)t> = A(2 — V5)e@ V3! 1 B(2 + /5)eHVO)

og par med
—1=19'(0) = A2-V5)+B(2+V5) = A2—V5)+(2—A)(2+V5) = 4+2V5—2V5A.
Leysum A at dr pessari jofnu og faum

—5—2V5 1
A=—"—"""=—1+-5
—2/5 fﬁ

og par med

1
B:2—A:1—§¢5

Lausnin a upphafsgildisverkefninu er pvi
y(t) = <1 + ;/5) e(2=VO)t | (1 _ ;\/5) o2V

Préfum
1 1
mm:1+§vﬁ+1—§¢5:1
y'(t) = (1 + ;ﬁ) (2 — \/5)6(2—\/5)75 + (1 _ ;\/5) 2+ \/5)6(2+\/5)t

_ _Loe-ver _ 1 @iy

2 2
og pa
1 1
/ 0 = —-— = — = —
y0)=-5-5
sem passar allt. "

m Daemi 8.4 Leysum upphafsgildisverkefnio

y'+y=0
UGV — y(0) = 1
y'(0) =1

Kennimarglida deildajofnunnar y” + 3 = 0 er 22 + 1 sem hefur rseturnar

V=411 —/=41-1

T1:72'1 =1 og 7'2:72‘1 = —1i.
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Almenna lausn deildajofnunnar er pvi, med £k = Re (i) = 0 og w = Im (i) = 1,

y(t) = AeF cos(wt) + BeM sin(wt) = Acos(t) + Bsin(t).
Nuer

1 =y(0) = Acos(0) + Bsin(0) = A og 1=1'(0)=—Asin(0) + Bcos(0) = B
svo a0 lausnin er

y(t) = cos(t) + sin(t).

m Da=mi 8.5 Leysum upphafsgildisverkefnid
y'+2 +y=0
UGV — y(0) =1
y'(0) =1

Kennimarglida deildajofnunnar y” + 2y’ +y = 0 er 22 4 2z + 1 sem hefur samkvsemt
lausnarformuilu eina (tviofalda) rét

2+V22 411
- — -

r —1.

Almenna lausn deildajéfnunnar er pvi
y(t) = Ae™ + Bt = Ae™' + Bte™!
Nu er
1=y(0)=A4"+B-0-"=4
og
1=9(0)=—Ae '+ Be " — Bte™* o —-A+B=-1+8B
svo B = 2 og lausnin er

y(t) = et + 2te”".

Afingar 8.2

Afing 8.2.1 Leysio upphafsgilgisverkefnin:
(1)

UGV — y(0) =0
/
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(ii)

(ii1)

(iv)

(v)

y'—4y=0
y(0) =0
y'(0)=-3

29" + 2y + 0.5y =0
y(0) = ~1
y'(0) =1

3y —2y =3y =0
y(0) =7
y'(0)=-1

2y" +2y +0.5y=0
y(0) =0
y'(0)=0
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9.1

1?.” - ’,A

e

SRR
N

Skilgreining tvinntalna

I Skilgreining 9.1.1 Latum ¢ takna t6luna +/—1. Vid kollum ¢ pvereiningu (e. imagin-
ary unit).

Af skilgreiningunni leidir a0

i?=-1
P =ii=—i
it=42.2=1

m Deemi 9.1 Litum 4 fallid f(z) = 22 + 9. Vid fullyrdum ad retur f séu 1 = 3i og
29 = —3i. Til ad sannreyna pad pa reiknum vid
f(3i)=(3i)*+9=3%"+9=9(-1)+9=-9+9=0, og
f(=3i) = (=30)>4+9=(=3)%?+9=9(-1)+9=0.

Athugum ad dkveda marglidunnar (e. discriminant) f er b> —4ac=0>—4-1.-9 = —36 =
i - 36, svo ad formula fyrir lausn 4 annars stigs jofnu gefur

02 Vi?-36 V36

I
ri 5 5 13
]
Pegar vid notum formiluna
b+ Vb*—4
T4 = Ve~ dac med b? — dac < 0

2a
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pa skrifum vido hana a forminu

_ —b*iviac —b?
- 2a '

T4 9.1)

Skilgreining 9.1.2 — Tvinntélur.
1. Tveer rauntélur a og b dkvaroda tvinntolu z = a + bi med raunhluta Rez =«
og pverhluta Im z = b.
2. Vid skilgreinum tvinntélur sem mengio

C={a+ib|a,beR}

Skilgreining 9.1.3 Tvinntala z er sogd vera rauntala ef Im z = 0 og hin er s6g0 vera
hrein pvertala ef Rez = 0 og Im z # 0.

Skilgreining 9.1.4 Vid segjum ad z = a + bi og w = ¢ + di séu sama tvinntalan og
ritum z = w ppaa. a = cog b = d.

9.2 Samlagning og margféldun

Myndrcen framsetning
Tvinntolur eru oft dregnar upp 1 svokalladri Argand mynd sem hefur laréttan raunas
R og l60réttan pveras iR. Vio t6lum pa lika um tvinntalnasléttuna.

Mynd 9.1: Argand-mynd af tvinntélunni z = 2 + 3¢ i tvinntalnasléttunni.
Hér er Rez =2 o0g Imz = 3.

iR
+ 3i z=243

T 2%

1 —1i

1 —2

1 —3i

Vid getum nefnilega litid 4 tvinntolu z = x + iy sem vigur 1 (tvinntalna)sléttunni. Vid
latum ba x-asinn vera rauntsludsinn og y-asinn vera tvinntéluasinn. Vigur z er pa
vigur sem hefur upphafspunkt i (0,0) og endapunkt i (z,y). Vid leyfum okkur pvi

stundum ad lita & tvinntoluna z = x + iy € C og vigurinn z = 5 € R? sem sama

hlutinn.

Samlagning og margféldun
Reikniadgerdirnar samlagning og margfoldun tvinntalna eru skilgreindar a eftirfar-
andi hatt: Ef 2 = a + bi og w = ¢ + di eru tvinntélur, pa er
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(i) z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

(i) z-w=(a+bi)- (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
Margfoldun tvinntalna z = a + bi og w = ¢+ di er skilgreind eins og paer séu marglidur
med 6pekktu steerdina i 1 stad hins venjubundna = og par sem madur skiptir ut lidn-
um 2 fyrir —1 pegar hann kemur fyrir. Adur fyrr skrifudu menn oft \/—1 en i kom sidar.

I stad 1i ritum vid oft i og i stad (—1)i einfaldlega —i. Ad auki gerum vid engan
greinarmun a a + bi og a + ib. Vio litum & mengi rauntalnanna R sem hlutmengi i
mengi tvinntalnanna og gerum engan greinarmun a rauntélunni ¢ og tvinntélunni
a + 0i pegar vio erum ad tala um tvinntélur. Einnig ritum vid tvinntéluna 0 + bi
einfaldlega sem bi eda ib.

m Dcemi 9.2 Vid reiknum:
(1) (3+4i)(—2+7i) = —6 + 21i — 8i + 28i? = —6 + 28i? + 13i = —34 + 134,
(i) 5+4i+3—2i =8+ 2i,
(i) (—i)(—i) = (=122 =1-(-1) = —1.

m Daemi 9.3 Finnid tvaer lausnir 4 jéfnunni 22 = —1 { mengi tvinntalna.
m Lausn Vid sjaum ad auk i? = —1 er (—i)? = (-1)%2 =1-(-1) = —1svo z = i og
z = —i eru tveer mismunandi lausnir. Vid sjaium sidar ad jafnan hefur nakveemlega

pessar lausnir i C.
]

Skilgreining 9.2.1 Latum w = a + bi vera tvinntolu. Vio skilgreinum samokatolu
(e. complex conjugate) w sem tvinntoluna w = a — bi.

Eiginleikar tvinntalnanna m.t.t. samlagningar (+) og margféldunar (-) eru svipadir
og samsvarandi eiginleikar fyrir rauntolur.

Regla 9.2.1 Latum v, w og z vera tvinntélur. Pa gildir:
VW = Wu (vixlregla),
v(wz) = (vw)z (tengiregla),
v(w+ 2z) = vw + vz (dreifiregla),
1lv = v, (1 =1 + 0¢ er margféldunarhlutleysa)
Sonnun. Einfaldir dtreikningar. [

Regla 9.2.2 Latum w = a + bi og z = x + yi vera tvinntolur, w = a — bi 0g Z = x — yi
vera tilsvarandi samokatolur og w + z vera samokatolu tvinntolunnar w + z og wz
vera samokatolu wz. Pa gildir

1) w+z=w+7%,

(i) wz =wz.

Sonnun.

w+z=(a+1ib)+ (x+iy) = (a+z)+ (b+y)i
=(a+z)—(b+y)i=(a—bi)+ (z—yi) =w+7Z.
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Seinni lidurinn faest 4 samsvarandi hatt. [ |

Deilingi C
EkKi er fyrirfram augljost hvernig deiling er framkveemd i C. Latum 2z = a + ib # 0

vera tvinntolu. Samkvaemt skilgreiningu a tvinntélu parf ad vera haegt ad skrifa

s 1 . .1 .
margfoldunarandhverfu z, sem vid tdknum med z~! = — = PR a forminu — = x+1y;
z a (3 z
m.6.0. purfa ad vera til rauntélur = og y sem uppfylla jofnuna

a+ib:x—i—iy(:)l:ax—by—i-i(ay—i—bx).

Raunhluti sidustu jéfnu er 1 en pverhlutinn er 0, svo ad skrifa ma tvaer skilyrdio sem
tveer jofnur:

1=ax—by
0=ay+ bx.

Leysum jofnurnar saman og faum

_a
x_a2+b2
B —b
YT ar e

1
Vio sjaum pa ad deiling er moguleg i C og til er styttri leid; lengjum einfaldlega — med
z

z og faum:

Regla 9.2.3 Ef z = a + ib er tvinntala, pa er umhverfa hennar

1_2
z 2z
a—1b a b

T2+ @2+ a2+

par sem
1 a
Re(;):a2+b2 o8
1 b
Im(-) = ———.
m(z) a? + b?

Vio hofum synt fram a tilvist margféldunarandhverfu

Regla 9.2.4 Ef v = a + bi # 0, (ath. tvinntalan 0 er 0 + 0¢) pa er
v . a b .
m (@-t) (a2—|—b2 B a2—|—b22)
=14+0=1 (tilvist margfoldunarandhverfu).

Athugid ad margfoldunarandhverfan er naudsynlega 6tviraett akvorouo.
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Skilgreining 9.2.2 Latum a,b € R og skodum tvinntéluna w = a + bi. Rauntalan
|lw| = |a + bi] = Vww = Va? + b? er kollud algildi eda lengd (e. absolute value,
modulus, magnitude) tvinntélunnar w = a + bi.

Regla 9.2.5 Um tvinntélur z = a + ib og w = x + iy gildir ad
1) |a+ib| = 0 bbaa.a =00gb=0.
2) Prihyrningséjafnan: |z + w| < |z| + |w].
3) |zw| = |z||wl,
4) zw =0 ppaa. z = 0 eda w = 0.

Sonnun. Vid sonnum hér adeins 3). Reiknum

lzw| =/ (2w)(ZW) = Vzwzw
= VZZWWw = Vv z2ZvV ww
= |z||w]
|
Skauthnit

Pao er oft audveldara ad vinna med tvinntolur z = a + ib pegar paer eru settar fram i
skauthnitum eda pélhnitum (e. polar form). Fjarleegd punktsins (a,b) fra (0,0) er
pa lengd vigursins z og vid finnum lengdina meo tolugildinu

z| = Va2 + b2,
|2|

Stefnuhornio (e. argument, phase) til punktsins maelum vid rangseelis fra z-4ds; pad
er taknad med

0 = arg(z)

og pad gildir ad tan(f) = b/a, en fleira en eitt 6 uppfylla pessi skilyroi. Ef vio krefjumst
—m < 0 < 7, pé er petta 0 6tviraett dkvardad og kallast meginhorn eda hofudstefnu-
horn (e. principal argument) og er taknad med Arg(z). Almennt, til pess ad reikna
meginhorn 6§ = Arg(z) tvinntélunnar z = a+ib # 0 er 6ruggast ad nota Késinusregluna.
Med pvi ad skoda mynd af prihyrningi med hornpunktana 0, 1 og w i tvinntéluplaninu,
b.e. punktana (0,0), (1,0) og a,b), feest jafhan

(a—1)2 4+ =124 2>—2-1-|z|cos@=140a’>+b>—2-1-|z|cosb

sem einfaldast 1

cosf = 4 M. 9.2)
|2] 2|

Reiknum na
0 = arccos (Re (Z))
E
og faum 1dt horn 4 milli 0 og 7. Ef Im (z) > 0 notum vid ¢, annars —0. Munum ad
formerkisfallid er skilgreint

1 ef >0
sgnz =<0 ef z=0
-1 ef <0
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svo ad formulan verdur

Arg(2) = sgn (Im (2)) arccos (R‘e;f)) . 9.3)

Pessi formula gildir 1 6llum tilfellum par sem Im (z) # 0. Ef Im (z) = 0 erum vid med
rauntolu. Ef hun er jakveed er stefnuhornid 0 og formulan gefur pa rétta nidurstoodu.
Ef z er neikvaed rauntala er stefnuhornid 7 en formulan gefur vitlausa svario 0. Petta
parf ad varast. Ef z = 0 ma stefnuhorniod vera hvada tala sem er.

m Daemi 9.4 Skrifid tvinntoluna w = —1 — 7 4 skautformi.

m Lausn Byrjum 4 ad sja ad lengd tvinntélunnar er |w| = /(—1)2 + (-1)2 = V2.
Reiknum tt meginhornid: Nu er arccos(—1/v/2) = 37/4 og bar sem Im (—1—4) = —1 < 0

er
w=-1—1= \/§<cos (—32) + isin (—T)) .

Rifjum upp ad fyrir sérhvert (z,y) 4 einingarhringnum er til § € R p.a. z = cosf og
= sin . Petta er grunnurinn ad naestu setningu.

Regla 9.3.1 Latum z = a + ib vera tvinntolu. Pa er til 6 € R p.a.

a b z
+i ==,
Va2 4+ Va2 +5? |7

cosf +isinf =

Sér i lagi er

z = |z|(cos 6 + isin0). (9.4)

Til pess a0 spara skriftir er paegilegt ad skilgreina

e = exp(if) = cos O + isin 6. (9.5)

Petta er 1 raun veldisvisisfallio af tvinntolu, b6 ad vid getum ekki rokstutt pad af
neinu viti ad svo stoddu. Formula (9.5) er p6 mjog mikilvaeg og er kollud regla Eulers.

Af reglu Eulers sjaum viod a0 tvinntolu z = a + ib ma rita
z = |z|(cos @ + isin 6) = |z|e?. (9.6)
Petta munum vid notfaera okkur oft!

Samantekio:
Tvinnt6lu w = z + iy ma rita 4 skauthnitaformi sem w = re? = r(cosf + isin ) par
sem r = |w| og § = argw.

Margféldun tvinntalna a skauthnitaformi

Skodum nu margféldun tvinntalna i skauthnitum. Latum z # 0 og w # 0 vera
tvinntélur og ritum peer 4 skauthnitum, b.e. z = re® = r(cos @ + isin ) og w = se’¥ =
s(cosp +isiny), bar sem r = |z|, s = |w|, § = arg z 0g p = argw.
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Vid notum nu formidlurnar

cos(0 4 ) = cos 6 cos p — sin O sin
og

sin(0 4 ¢) = sin @ cos ¢ + cos @ sin ¢
til ad reikna

zw = r(cos + isin f)s(cos ¢ + i sin )
= r5(cos 0 cos ¢ — sin @ sin ¢ + i(cos § sin ¢ + sin @ cos ¢))
= rs(cos(d + ¢) +isin(0 + ¢)).

Vid sjaum ad tvinntalan zw hefur algildid |zw| = rs og stefnuhorn arg(zw) =0 + ¢ =
arg(z) + arg(w).

Af pessum reikningi leida tveer mikilvegar formalur:

Margfoldunarandhverfa z # 0 & skauthnitaformi er

T L D R (_z)
z _z—r(cos( 0) + i sin( 0))—r(cosl9 isinf) = " =
og par meo er

2" = (cos(nb) + isin(nh)) = e’

ekki bara fyrir n € N, heldur fyrir 611 n € Z \ {0}. Vid skilgreinum nu 2°. Til pess ad
jafnan 2™ - 2" = z™*" haldist rétt fyrir 61l m,n € Z og 61l z € C\ {0} setjum vid 2° = 1
(eins og lika er gert i mengi rauntalna). Par meo er

2" = r"(cos(nf) + isin(nd)) = e’ fyrir 6lln € Zog6ll z € C\ {0}.

Athugid ad ekki er heegt ad skilgreina 0° svo eitthvad vit sé 1.

Rcetur tvinntélu (jafnan 2" = w)

Ein af mikilveegari stadreyndum i staerdfredi er gefin i eftirfarandi setningu:

Regla 9.5.1 — Undirst6dusetning algebrunnar. Latum P vera margliou af stigi n med
tvinntolustudla. b.e.
n
P(z) = Z arz" par sem ay,as,...,an € Cog a, # 0.2
k=0

Pa klofnar P i nakveemlega n linulega peetti, sem pyoir ad til eru n tvinntélur
ri,7r9,...,m, € C p.a.

n

P(z)=an(z—1p)(z —Tpn-1) - (2 —11) = an H (z —1g).
k=1

@Sér 1 lagi er marglida med rauntolustudlum a pessu formi!
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T6lurnar r1,rs, ..., r, eru kalladar raetur marglidunnar. Athugio ad peer purfa ekki ad
vera mismunandi. Taknid [] (stért pi) merkir ad margfalda & saman pad sem & eftir
kemur, svipad og >_ (stort sigma) merkir ad leggja 4 pad saman sem 4 eftir kemur.
Pad er ekki til nein almenn formaula til pess ad reikna ut raetur margliou af stigi 5
eda heerra. I talnakerfi med tvinntélum getum vid samt audveldlega leyst jofnur af
gerdinni 2" = w, par sem w € C. Undirstodusetning algebrunnar segir okkur ad pessi
jafna geti haft allt ad n mismunandi lausnir i C ef w # 0.

Ef ad vid pekkjum ni tvinntsluna w = se’ # 0 og vid viljum leysa jofnuna 2" = w, pa
verdur fyrir z = re'? ad gilda

oM = ,r_ne'mﬁ — ge¥

eda
r" =s og ef — i¥
Pessi tvo skilyroi eru nakveemlega pa uppfyllt pegar

r={/s og nl = ¢+ 2rk fyrir eitthvert k € Z.

Tvinnolurnar
k
2 1= /sexp ((@ + 27T> z)
n n
eru allar mismunandi fyrir £k = 0,1,...,n — 1, en fyrir 6nnur gildi 4 & faum vid engar

nyjar tvinntolur. T.d. er

2n = s <cos <(’D + 27rn> + isin (QO + 27Tn>) = {/s <cos <('0) + isin <<'0>> = 2.
n n n n n n

Vid hofum sannad eftirfarandi setningu:

Regla 9.5.2 Latum w = s(cos ¢ + isin ) = se’? # 0 vera tvinntélu. P4 hefur jafnan
2" =w, n € N, nakveemlega n lausnir 1 C. Nefnilega

7 = %exp((gp—:fﬂ-k) Z) fyI‘iI‘ kzO,l,...,n—l. (97)

Viod skilgreinum n—tu rét tvinntélunnar w = sexp(ip), par sem ¢ = Arg(w) er hofud-
stefnuhorn w, sem

V= e (i2).
n

b.e. zp i Reglu 9.5.2.
m Demi 9.5 Finnid allar lausnir 23 = —1 — i og reiknid /—1 — i.

m Lausn Vid sdum fyrr { kaflanum ad | — 1 — i| = /2 og ad hofudstefnuhornid er
Arg(—1—1i) = —3n/4 og bvi er

w=-1—i=+2 (cos (—3;) + ¢sin (—T)) =V2exp (—Z?ZT) .
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20

\

Mynd 9.2: Myndrzen framsetning af lausnum 4 jéfnunni 23 = —1 — 5. Raeturnar rada
sér 1 hornin a jafnhlida prihyrningi. Almennar gildir ad reetur 2" = a + ib rada sér i
hornin a reglulegum n-hyrningi.

Paer

V—1—i=V2exp <—zz> .

Allar lausnir jofnunnar 23 = —1 — i eru
6 om 2w
2= V2exp (i |—— 4+ —k
4 3
fyrir k = 0,1, 2.

Sem sagt eru lausnirnar utskrifadar
) 13
z0 = \6/§exp <—7Ti> , 21 = %exp <7Tz) , 22 = \G/iexp <7Tz) .
4 12 12
Aubdvelt er ad sannreyna ad nidurstadan er rétt, vid einfaldlega reiknum 23, 23 og 23 og
stadfestum ad ut komi —1 — i eins og jafnan gerir rad fyrir.

Vio getum lika skrifad lausnirnar a forminu a + b med pvi ad nota reglu Eulers, pa
faum vid

zo ~ 0.7937 — 0.79374, 21 ~ 0.29051 4 1.0842¢, 29 ~ —1.0842 — 0.290511.

og getum svo teiknad lausnirnar i Argand mynd, eins og sést 4 Mynd 9.2.
|

» Dcemi 9.6 Finnum nd allar lausnir 4 z* = —4. Teiknum tvinntéluna —4 i Argand

mynd; lengdin er 4 og hofustefnuhornid er 7. Vid héfum pvi jéfnuna 2* = 4e™. Lausnir
jofnunnar eru

27
- Vaesn (i[5+ 4]
2k \fexp7,4+4k
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fyrir £ = 0,1, 2, 3. b.e. vio hofum lausnirnar

3
20 = V2exp (Z@) =1+1i, 21 =V2exp (Iz) =—-1+41,

29 = V2exp (5;2) =—1—1i, z3=12exp (Tz) =1—1

Nu er ekki erfitt ad sannreyna ad petta eru lausnir a jofnunni z
byrjudum med. T.d.

4 = —4 sem vid

zo= 1+ =1+ +4)* = (20)(2i) = 4i* = —4 passar.

Par sem vio vitum ad fjérou reeturnar rada sér i hornin a ferningi, vitum vid jafnframt
a0 pad eru nakvaemlega 90° 4 milli vigranna i myndraenu framsetningunni. Vid getum
pvi 1atid okkur naegja 1 pessu deemi ad reikna zy utfra héfudstefnuhorninu og pa vitum
vid ad 21 = 291, 20 = 211 0g 23 = 22 -i. Pad jafngildir pvi sniningi um 90° ad margfalda
tvinntolu med i. Hvers vegna? "

Lausnir @ véldum dcemum

m Deemi 9.7 Latum z = a + ib vera tvinntolu. Finnid raunhluta, Re (z) og pverhluta
Im (z) og teiknid z i tvinntalnasléttuléttunni C.

(1) 21 =-5+2: (i) z29=4—1 (iii) 23 = —UT @(iv) z4 = —6
= Lausn
(1) Re(z1) =Re(-5+2i) = -1, Im(z;) =Im(-5+2i) =2.
(i) Re(22) =Re(4—i) =4, Im(z2)=Im(4—1i)=—1.
(iii) Re(z3) = Re(—im) =0, Im(z3) =Im(—im)= —m.
(iv) Re(z4) =Re(—6) = —6, Im(z4) =Im(-6)=0.
4; R
31
. 2i
i
4
-7 —6 -5 —4 -3 -2 -1 3 4 R
~li 2
-2
23’f737:
—41

Mynd 9.3: Daemi 9.7.

m Deemi 9.8 Finnid lengd z, r = |z|, og meginhorn z, § = Arg(z)



9.6 Lausnir & voldum doemum 231

G z=—-1+14 (i) z2=+vV3—1i

= Lausn
(i) Lengd z er |z| = /(Rez)2+ (Im2)? = /(—1)2+ (1)? = V2. Nu liggur = 1 II
fjéroungi tvinntalnasléttunnar svo ad reikna ma stefnuhorn z med formuilunni

Im 2 1
arg(z) = m + arctan | —— | = 7 + arctan —

Rez —
= 7 + arctan(—1)
_ T 3w
=TT

Par sem arg(z) = 27 er 4 bilinu |-, 7], ba er arg(z) meginhorn (héfudstefnuhorn)

z, taknad Arg(z) = %TW Aubdveldara er ad nota formulu (9.3) sem gefur beint

-1 3
Arg(—1+1i) = sgn(1) -arccos(ﬁ) = Zﬂ

(ii) Lengd z = /3 — i er |z| = 2. Par sem z liggur 1 IV- fjérdungi C b4 er stefnuhorn z

I -1
arg(z) = arctan (PI{I:)z) = arctan <\/§> = —arctan (1/\/§> = —%.

Par sem —7 < arg(z) < 7 b4 er arg(z) meginhorn, b.e. Arg(z) = Arg(v/3—1i) = —%.

Eins og 40ur er audveldara ad nota formulu (9.3):

Arg(V3 — i) = sgn(—1) -arccos(i) = —

w

77
r
]
m Da2mi 9.9 N1 er lengd tvinntolu gefin og stefnuhorn hennar. Skrifid tvinntéluna z 4
forminu x + iy pegar
(i) |z| =2 o0garg(z) =37
(ii) |z| =5 og Arg(z) = arctan (%)
= Lausn
(1) z = |z| (cos(arg z) + isin(arg z)) = 2(cos(37) + isin(37)) = —2.
(i) (Teiknid mynd) Litum & z, z og y eins og lengdir 1 rétthyrndum prihyrningi:
|z| = 5 er langhlidin, og par sem 6 = arctan(3/4) = arctan(y/z) pa er v = 4 og
y=3.Svo ad z = 4 + 3i. (Hvad ef Arg(z) = arctan (%) —7?)

m Deemi 9.10 Lysid ramfraedilega mengi allra punkta z € C sem uppfylla gj6fnuna
2 — 2i| < 3.

m Lausn Madur litur d oft d C og R? sem sama svaedid, hér sést vel af hverju petta d vid.

Madur les beint dr ¢jofnunni: Lausnarmengid er mengi allra tvinntalna z sem eru i
mesta lagi i fjarleegdinni 3 fra tvinntolunni 2i.

Nu teiknar madur mynd af lausnarmenginu og sér ad pvi ma alveg eins lysa sem
lokadri hringskifu 1 R? med midju 1 (0, 2) og geisla 3.
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Sannreynum med reikningum: Latum z = x + iy, og bd z — 2i = = + i(y — 2), med
Re(z —2i) =z og Im (z — 2i) = y — 2. Samkvaemt Skilgreiningu 9.2.2 faest

|z —2i* =2* + (y — 2)* < 9.

Afingar 9.6

Afing 9.6.1 Finnid raunhluta Re z, pverhluta Im z, algildi |z| og hofudstefnuhorn
Arg z fyrir tvinntolurnar:

1) z2=-3+3 (iil) z = mi (V) 2z = 3e2
() z=—7 iv) z=-1 (vi) z =2e7 8
|
I Afing 9.6.2 Leysid jofnurnar (a) z = 2/z og (b) z = —2/z. "
I Afing 9.6.3 Reiknid (a) v/—1 og (b) v/—1 + 2i. "

I Afing 9.6.4 Gefnar eru tvinntélurnar z = a +ibogw =2 + iy. Synid a0 Zw = Z W =

Afing 9.6.5 Gefin er tvinntalan z = 2 — 2i. Finnid rauntélur a« og b pannig ad

1
a—+1h=-—. u
%

Afing 9.6.6 Stefnuhorn tvinntolu z segir til um stefnu tvinntélunnar og er taknad
arg(z). Hofudstefnuhorn z, taknad Arg(z), er pad stefnuhorn sem er 4 bilinu | — 7, 7.

Latum z og w vera tvinntélur.
(i) Gefid er ad Arg(z) = —7/2 og Arg(w) = w/4. Reiknid Arg(zw).
(ii) Gefid er ad Arg(z) = 27/3 og Arg(w) = /2. Reiknid Arg(zw).
(iii) Gefid er ad arg(z) = —m og Arg(w) = 0. Reiknid Arg(zw).

Afing 9.6.7 Finniod allar lausnir a eftirfarandi jé6fnum. Skrifid lausnirnar 4 forminu
a + ib, teiknid peer inn 4 Argand mynd og skrifid hvernig haegt er ad sannreyna ao
lausnirnar séu réttar.

@) 22 =1 (iii) 23 = 9i — 46 (v) 24 +8=28V3i
() & =1 (v) 34 = — (vi) 2% = —2i
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/fing 9.6.8 I pessu verkefni 4 ad skrifa forrit i MATLAB sem teiknar tvinntélu i
tvinntéluplanid, p.e. tvinntalan z = a + ib er teiknud sem vigur fra (0, 0) til (a,b).

Gefinn er forritsbutur sem teiknar mynd sem likist hnitakerfi.

as=10;

or=0.05%as;

hold on

plot ([-as as], [0 01])

plot ([0 0], [-as as])

plot ([as—-or as as-or], [-or 0 or])
plot ([-or 0 or], [as—-or as as-or])
axis([-(as+l) as+l —(as+l) as+l])

a) Sko0id hvad forritio gerir, linu fyrir linu. T.d.
as=10; % gefur breytunni as gildid 10

Skrifid nua forrit sem:
b) Bidur notandann um ad sla inn raunhluta og pverhluta tvinntélunnar w

¢) Reiknar lengd og hofudstefnuhorn tvinntélunnar.

d) Prentar ut skilabod sem tilgreina tvinntoluna, lengd hennar og meginhorn a
eftirfarandi hatt. Ef tvinntalan er z = —1 — 2/ pa birtast skilabodin
Tvinntalan -1-2i hefur lengdina 2.2361
og hofudstefnuhornid -2.0344
i skipanaglugganum.

e) Teiknar rauda linu sem taknar tvinntéluna a + ib. Tvinntéluna a + b 4 ad
teikna inna somu mynd og hnitakerfid sem er teiknad med skipununum hér
fyrir ofan.

f) Merkir raunhluti a x-asinn og pverhluti a y-asinn.

g) Gefur myndinni titilinn Argand mynd.

h) Breytir hnitakerfinu pannig ad steero pess passi fyrir tvinntoluna a + ib.






10.1

Prepunarskrefin

Prepun (e. induction) virkar a eftirfarandi hatt:

Regla 10.1.1 — brepunarskrefin. Gerum rad fyrir ad fyrir 61l n € N er gefin einhver
fullyroing P,. Ef eftirfarandi skilyroi eru uppfyllt:

(1) P er sonn.

(i) Ef Py er sonn fyrir eitthvert £ € N pba er P, lika sonn,
pa er P, sonn fyrir sérhvert n € N.

ATH ) Forsendan
Py, er sonn fyrir eitthvert £ € N
11i0 (i7) er oft k6llud prepunarforsendan (e. induction hypthesis).
Ef vio viljum syna a0 fullyrding P,, sem oft er einhver formula gildi fyrir 6ll n € N, pba

er nég ad syna ao formilan gildi fyrir n = 1 og a0 ef formulan gildir fyrir eitthvert
k € N, pa gildi hin lika fyrir k + 1.

ATH ) Ef vid getum synt ad formila P, gildi fyrir t.d. n = 5 og svo ad ef formilan gildir
fyrir eitthvert & € N, ba gildi hun lika fyrir k& + 1. Pa héfum vid synt ad formuilan
gildi fyrir6ll n € {5,6,7,...,}.

m Dcemi 10.1 Synum ad formulan

> k= n(n 1) (10.1)
k=1 2

sé rétt fyrir 6ll n € N,
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= Lausn
Skref (i): Fyrir n = 1 gildir

1

1(1+1
Sk=1= a+1)
k=1 2

svo formulan (10.1) er rétt fyrir n = 1.

Skref (ii): Gerum rad fyrir ad formiulan sé rétt fyrir eitthvert n € N (prepunarforsendan).
Pa er skv. prepunarforsendu

jasy (n+ 1) n(n+1)+2n + 2
k=Y k+(n+1 +n+l=
2 Z 5
_n? +3n+2_ (n+1)(n+2) _ (4 D((n+1)+1)

2 B 2 2 ’
svo formulan (10.1) er pa lika rétt fyrir n + 1.
Vid alyktum med Reglu 10.1.1 a0 (10.1) sé rétt fyrirolln =1,2,3,.. ..

Athugio a0 pad eru bara tveir moguleikar i deeminu hér 4 undan. Annadhvort er (10.1)
rétt fyrir6ll n = 1,2, 3, ... eda pbad er til einhver tala N € N p.a. formilan (10.1) er ekki
rétt fyrir N. En hvad er pa um formiluna (10.1) fyrirn = N — 1? Ogpan = N — 2?
Ogban=N—-(N-1)=1?

m Daemi 10.2 Synum ad formilan

Z (2k — 1) (10.2)

gildi fyrir 611 n € N.

= Lausn
Skref (i): Fyrir n = 1 gildir

1
sz—1 )=1=1?

svo ad formulan (10.2) er rétt fyrir n = 1.

Skref (ii): Gerum rad fyrir ad formulan (10.2) sé rétt fyrir eitthvert n € N. Pa er (skv. prep-
unarforsendu)

n+1 n
> (2k—1) = sz—1 2n+1)—1) =n*+2n+1=(n+1)?
k=1 k=1

svo formulan (10.2) er lika rétt fyrir n + 1.
Par me0 er formulan

Z (2k — 1) = n? rétt fyrirolln =1,2,3,.
k=1
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m Deemi 10.3 Viti til varnadar: Synum med prepun ad ef f(z) = 2™ fyrir m € N, pa
er

™M@y =mm—-1)(m—=2)---(m—n+1)am "= ———z™ ™" (10.3)

fyrir 6ll n € N
Skref (i): Fyrir n = 1 gildir

d

— M m—1 __
dz

F(2)

svo ad formulan (10.3) er rétt fyrir n = 1.
Skref (ii): Gerum rad fyrir ad formulan (10.3) sé rétt fyrir eitthvert n € N. Pa er (skv.

prepunarforsendu)
d d m!
(n+1) - (n) _ m—n
! (@) dZL‘f (@) dx (m — n)!x
_ m! _ m—n—1 _ L m—(n+1)
= o T m— (D))"

svo a0 formulan (10.3) er lika rétt fyrir n + 1. Par med er formulan

FM (@) =mm—1)(m—2) - (m—n+1)z™" = wazm_”

rétt fyrir 6ll n € N. Eda hvao? Gildir formulan fyrir 61l moéguleg m,n € N ?
Abending: Skodid tilfellid n = m. Jafnvel pé ad vid sampykkjum ad (z°) =0 - 2~!
bd er orugglega vitlaust ad halda pui fram ad 0/0! = 1/(—1)!.
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Afingar 10.1

Afing 10.1.1 Notio prepun til pess a0 syna eftirfarandi formulur fyrir 611 n € N.
(i)
) 1— xn+1

n
sz—— fyrir = #1
1—2

<.
o

(i1)

5 nn+1)2n+1)
T

(iii) Ojafna Bernoullis

1+z)">1+4+nz fyrir z> -1

(iv)
d n __ n—1
%x =nx
(v)
d n
=2 an/2 2 (n/2)—1
d:cx 2x
(vi)
i o n(n + 1)}2
B 2

i=1
(vii) Pessa jofnu & ad syna fyrir allar heilar télur n € Z.

(cos(0) +isin(0))"™ = cos(nb) + isin(nd)



as, 41

ateekt fall, 147

aofeldi, 25

aofella, 54

aofellur, 90

aogreinir, 50

afgangsliour, 90

afleioa, 111

algildisfall, 58

almenn lausn deildajofnu, 129

Almenna Meoalgildissetningin, 119

andhverft fall, 148
Argand mynd, 222
augnablikshraoi, 78

bakmengi, 57
bil
efri mork, 22
lokad, 22
neodri mork, 22
opio, 22
takmarkad ad nedan, 22
takmarkad ao ofan, 22
takmarkad bil, 22
bogamadlseining, 70
breiobogi, 49
breytuskipti, 158

deildajafna, 124, 128, 211
deildanlegt fall, 111

deildun, 111
diffrun, 111

eda
innihaldandi, 17
utilokandi, 17
efri mork, 22
einingarhringur, 70
einteekt fall, 147
endurkveem formaula, 22

folgio fall, 125

fall, 57
ataekt, 147
afleida, 111
andhverft, 148
deildanlegt, 111
einskordun, 149
eintekt, 147
folgio, 125
fasta, 122
gagnteekt, 147
(stadbundid) hagildi, 165
(stadbundid) laggildi, 165
haesta gildi, 165
jafnsteett, 63
leegsta gildi, 165
logra, 152
lotubundid, 71
minnkandi, 121
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oddstaett, 63
reett, 90
samfellt, 98
samsett, 64
samskeytt, 64
stranglega minnkandi, 121
stranglega vaxandi, 121
torraett, 147
vaxandi, 121
veldis, 152
pjalt, 126
fallrit, 57
fastafall, 122
fastaliour, 28
ferd, 131
ferningsjafna, 49
ferningsroét, 21
ferningstala, 42
fjéroungur, 42
fjarlaegd, 42
flatarmal, 193, 204
fleygbogi, 49
formengi, 57
formengishefdin, 59
formerkisfallid, 32
formerkjatafla, 33, 166
forystustudull, 28
fradreeg tala, 12
fylla ut 1 ferninginn, 50
fyllimengi, 18

gagnteekt fall, 147
graour, 44, 70

graf, 57
grunnfleygboginn, 53
grunnmengi, 18

Hofudsetning steerdfraedigreiningarinnar,
194

ho6fudstefnuhorn, 225

halflina, 22

halfslétta, 56

hallatala, 44

heildi, 193
aoferd innsetningar, 200
breytuskipti, 200
hlutheildun, 201
6akvediod, 128
6eiginlegt, 198

Helmingunaraofero, 103

hlutheildun, 201

hlutmengi, 16

hnit, 41

hnitakerfi, 41

horn, 70

hornafoll, 70
andhverfur, 150
summuregla, 71

hornafall, 70

hornasumma, 42

hornréttir, 41

hrodun, 131

hradi, 131

hringskifa, 56

hringur, 49

innmengi, 56
innri punktur, 98

jadar, 56
jadarpunktur, 98
jafna

linu, 46
jafnsteett, 63

késinus, 70
Koésinusregla, 72, 73
Kedjureglan, 114
keilusnio, 49
Klemmuregla, 86
Kvétareglan, 113

lina, 44

linuleg nalgun, 170
160fella, 90

langas, 50
lausnarbil, 32
lausnarmengi, 31
lografall, 152
lotubundi®, 71

Maclaurin marglida, 177
margfoldunarandhverfa, 224
marglida, 28
markgildi, 77

formleg skilgreining, 83

fra heegri, 80

fra vinstri, 80

i plis og minus 6endanlegu, 88
Markgildisreglur, 84, 94
matlab
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lidun, 27
pattun, 26
Medalgildissetningin, 119
medalhraoi, 78, 131
medalvaxtarhraoi, 77
meginas, 50
meginhorn, 225
mengi
eiginlegt hlutmengi, 16
endanlegt mengi, 16
faldmengi, 18
fjoldatala, 16
grunnmengi, 17, 18
hlutmengi, 16
mengjamismunur, 18
6endanlegt, 16
6formleg skilgreining, 11
rauntalnamengid, 18
sammengi, 17
snidmengi, 17
sundurlaeg, 18
téma mengio, 16
mengjamismunur, 18
Milligildissetningin, 100
mynd falls, 59
myndmengi, 59

nalgunargildi, 105, 172
nattarulegi logrinn, 153
nuallpattun, 27
nullstodvar, 33
nedri mork, 22

6akvaroadur fasti, 129
6akve0id heildi, 128
6endanlegt, 88
ofradraeg tala, 12
¢jafna, 35

oddstaett, 63

po6lhnit, 225
Pypagoras, 42

réoun rauntalna, 20
reett fall, 90
radtvennd, 41
raunas, 222
raunhluti, 221
rauntalnabil, 21

lokad, 22

opio, 22

rauntalnalinan, 14, 22

Regla
Almenna Meoalgildis, 119
flatarmal prihyrnings, 73

Hofudsetning staerofraedigreiningar-

innar, 194
Koésinus, 72
Kedju, 114
Klemmu, 86
kvéta, 113
I’'Hospital, 179
Markgildis, 84, 94
Meoalgildis, 119
Milligildis, 100
milligildis fyrir heildi, 194
Pypagoras, 72
Pypagoérasar, 42
Rolle, 119
Sinus, 73
Utgildis, 100, 116
um félgin foll, 125

Undirstodusetning algebrunnar, 227

Regla Pypagoérasar, 42
reiknirit, 103
Riemann summa, 193
runa
1idir runu, 23
undirtala, 24
vaxandi runa, 23

sinus, 70

Sinusregla, 73

samfellt fall, 98
samhverfa, 63
samlagningarandhverfa, 20
sammengi, 17
samokaregla, 52
samsett fall, 64
samskeytt fall, 64

sgn, 32

skafella, 90

skammas, 50
skauthnit, 225

skekkja, 172
skekkjumork, 105
skekkjumat, 104
skilgreiningarmengi, 59
skurdhalla form, 45
skurdpunktur, 52
snertill, 125
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snidmengi, 17 Undirstodusetning algebrunnar, 227
speglun, 53 upphafsgildisverkefni, 129
sporbaugur, 49 upphafspunktur, 41

stooduorka, 173

stefnuhorn, 44, 225 vorpun, 57

stefnuvigur, 44 varpmengi, 57

stofnbrotalidun, 202 veldi og reetur, 25

stofnfall, 128, 193 veldisfall, 152

strikkun, 53 veldisvisisfallid, 153

sundurlaeg bil, 22 vidleeg tala, 12

sundurlzg mengi, 18 prihyrningséjafna, 21

tolugildi, 20 prihyrningur, 42
tolugildisfall, 58 brepun, 235
toluleg lausn, 103 prepunarforsenda, 235

pveras, 222
pvereining, 221
pverhluti, 221

tolur
almennt brot, 13
fradreeg, 12
heiltélur, 13
jakveedar, 12
margfoldunarandhverfa, 224
nattarlegar, 12
neikvaedar, 12
6endnleg tugabrot, 13
6fradreaegar, 12
oreedar tolur, 13, 14
oddatolur, 14
raedar tolur, 14
rauntolur, 14
sléttar tolur, 14
tugabrot, 12
tvinntolur, 19, 221
tvinntalnasléttan, 222
violeeg, 12

téma mengid, 16

takmarkad, 22
ad nedan, 22
ad ofan, 22

tala Eulers, 157

tangens, 70

Taylor marglida, 175

teningsreetur, 26

torreett fall, 147

tvivitt hnitakerfi, 19

tvinntalnasléttan, 222

onnur afleida, 123

Utgildisregla, 116
Utgildissetningin, 100
utgildispunktur, 52, 116
utsveedi, 56



	Hluti I — 1. hluti.
	1 Inngangur
	1.1 Mengi og tákn
	1.2 Aðgerðir á mengi
	1.3 Röðun rauntalna
	1.4 Nokkrar algebrureglur
	1.5 Ójöfnur


	Hluti II — 2. hluti.
	2 Rétthyrnt hnitakerfi
	2.1 Sléttan RR
	2.2 Jafna beinnar línu
	2.3 Keilusnið
	2.4 Föll og fallrit
	2.5 Hornaföll

	3 Markgildi og samfelldni
	3.1 Markgildi
	3.2 Markgildisreglur
	3.3 Markgildi f(x) þegar x stefnir á 
	3.4 Samfelld föll
	3.5 Helmingunaraðferðin

	4 Deildun
	4.1 Skilgreiningar og reiknireglur
	4.2 Keðjureglan (e. Chain Rule)
	4.3 Setning Rolle og Meðalgildissetningin
	4.4 Vaxandi og minnkandi föll
	4.5 Hærri afleiður falla
	4.6 Fólgin föll 
	4.7 Stofnföll
	4.8 Upphafsgildisverkefni
	4.9 Lausnir á völdum dæmum

	5 Torræð föll
	5.1 Gagntæk föll
	5.2 Andhverfur hornafalla
	5.3 Veldisföll og lograföll
	5.4 Náttúrlegi logrinn ln og exp fallið
	5.5 Veldisvöxtur og logravöxtur
	5.6 Lausnir á völdum dæmum

	6 Hagnýting deildunar
	6.1 Hágildi og lággildi
	6.2 Útgildisverkefni
	6.3 Línuleg nálgun
	6.4 Taylor margliður
	6.5 Markgildi með Taylor margliðum og regla l'Hospital
	6.6 Lausnir á völdum dæmum

	7 Stofnföll og heildi 
	7.1 Riemann summa
	7.2 Óeiginleg heildi
	7.3 Aðferð innsetningar
	7.4 Hlutheildun
	7.5  Stofnbrotaliðun til að leysa heildi
	7.6 Flatarmál á milli tveggja ferla
	7.7 Lausnir á völdum dæmum

	8 Tvær mikilvægar gerðir deildajafna
	8.1 Deildajafnan y' = ky
	8.2 Annars stigs deildajöfnur með fastastuðla


	Hluti III — Viðauki
	9 Tvinntölur
	9.1 Skilgreining tvinntalna
	9.2 Samlagning og margföldun
	9.3 Skauthnit
	9.4 Margföldun tvinntalna á skauthnitaformi
	9.5 Rætur tvinntölu (jafnan zn = w)
	9.6 Lausnir á völdum dæmum

	10 Þrepun
	10.1 Þrepunarskrefin

	Atriðisorðaskrá


