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I steerdfreedigreiningu falla af einni breytisteerd skodum vid eiginleika falla af gerd
f:R — R, eda almennar falla f : Z — 7, par sem Z, 7 C R. Vid munum nud snda
okkur a6 follum f: R® — R™, edananar f: 1/ — V par sem I/ C R" og V C R™. Foll
af pessari gerd kallast vektorgild foll.

Stikun ferla

Lesandi atti ad vera ordinn nokkud vanur ad vinna med foll og skoda ferla peirra
myndrzent i R? (planinu). Vid setlum nu ad laera ad stika (e. parameterize) ferla

(e. path, curve) og skoda pba myndraent. Vid byrjum 4 ad stika beinar linur og hringi.
Takid eftir ad t.d. hring er ekki heegt ad lysa med grafi eins raungilds falls, enda er

gildi y ekki 6tviraett dkvardad af gildum z og r 1 jofnunni =2 + y? = r2.

Stikadur ferill C 1 planinu samanstendur af radtvennd (f, g) samfelldra falla & bili 7.
Jafnan

x:f(t)> y:g(t)7 tel
kallast stikajafna ferilsins C og ¢ kallast stikinn.

m Deemi 1.1 Fyrir vektorgilt fall r : R — R" af einni breytisteerd, t.d. r : [0, 27] — R?,

r(t) = (:?;Eg) = cos(t) <(1)> + sin(t) (?) = cos(t)i+sin(t)j
pa er mengio
C:={r(t) : t€]0,2n]}

ferill { R2. Audvelt er ad sja ad 1 bessu tilfelli er C hringur med midju 1 (0,0) og geisla
(e. radius) 1. "
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Pegar vio vinnum i tvividd skrifum vio oft i og j fyrir vigrana

. (1 2 . (0 2
1_<0)€R og J—(1>ER.

Med bessu moéti er heegt ad skrifa vektorgild {61l an pess ad purfa meira en eina
linu.

Stikun ferils er oftast skrifud a forminu r(¢) = f(¢)i+ ¢(¢)j eins og i deeminu hér ad
ofan. Takio eftir ad hér gefur madur baedi x og y stadsetninguna sem fall af breytunni ¢.

Vid setjum nu fram skilyroi fyrir pvi hvenaer eitthvad telst vera ferill.

Skilgreining 1.1.1 Mengi C i R", sem hefur pann eiginleika ad til er vektorgilt fall af
einni breytisteerd r : [a,b] — R", a < b, sem hefur samfellda lidi og b.a.

C=1{rt): telab]l,

kallast ferill (e. curve) 1 R". Ad auki krefst madur pess ad fallio r hafi samfellda
fyrstu afleidu nema 1 mesta lagi 1 endanlega moérgum punktum. Madur segir ad r

stiki ferilinn C.
M = {<x1> cR?: x%+x§=1}
T2
ferill?

Lausn: Svarid er j4, pvi ef vid skilgreinum r : R — R?,

m Dcemi 1.2 Er mengid

r(t) = cos(t) i+ sin(t)j,
ba hefur afleidan r/(t) = — sin(¢) i + cos(t) j samfellda 1idi og

{r(t) : t €]0,27]} = M.

u Dcemi 1.3 Er mengid [0, 1)2 ferill { R??

Lausn: Mengid [0,1]? er sveedi 1 planinu og merkilegt nokk er til samfellt fall r :
0,1] — R? p.a. r([0,1]) = [0,1]2. Italski steerdfraedingurinn Peano fann fyrstur slikan
feril og er hann nefndur Peano ferill honum til heidurs. Lidirnir i Peano ferillinn
og 60rum slikum ferlum eru aftur a méti i 6endanlega mérgum punktum ekki med
samfelldar afleidur og pvi er [0, 1]? ekki ferill. Almennt: ef eitthvad litur ekki ut fyrir
a0 vera ferill, pa er pbao heldur ekki ferill. n

Regla 1.1.1 — Stikun linustriks. Einfold adfero til ad stika linustrik fra vektornum
x € R" til vektorsins y € R" er gefin med r : [0,1] — R",

r(t) =x+1t(y — x).

m Daemi 1.4 Er rond ferhyrnings med hornpunkta i (0,0), (2,0), (2,1) og (0,1) ferill 1
R2?
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Lausn: Svarid er ja, t.d. stikar fallid r : [0,6] — R?,

ti, eft €10,2],
21 - 2)j f 2

2i+j+(3—t)i, efte]3,5],
I+ (B-1)i], eft €15,6],

rond ferhyrningsins. Fallid r er samfellt fyrir 6ll ¢ € [0, 6] og r/(¢) er skilgreint og
samfellt fyrir 61l ¢t € [0,6] nemat¢=0,t=2,t=3,t=50gt=6. n

I deeminu hér 4 undan geeti madur byrjad a ad stika hvern linubut og pé fyrir i =
1,2,3,4 notad stikanirnar r; : [0, 1] — R2,

ri(t) =0+¢(2i— 0) = 2ti,

ro(t) =2i+t(j+2i—2i) =2i+1j,

r3(t) =2i+j+tG— (2i+j) =21 —t)i+j,
ry(t) =j+t0—j)=(1-1)j.

Fyrir sérhvert ¢ i formengi fallsins getur adeins verio ein formiila svo vid setjum saman
bessa ferla 1 einn feril med pvi ad nota r : [0,4] — R?,

ri(t), eft € [0,1],
ro(t—1), efte]l, 2],
r3(t —2), eft €]2,3],
ry(t—3), efte]3, 4],

r(t) =

til pess ad stika ferilinn.

Ef mengi C C R” er ferill, b4 eru til margar aodferdir til pess ad stika hann.

m Dceemi 1.5 Haegt ad stika hring med midju i (0,0) og radius » = 1 4 marga mismunandi
vegu. Ein algengasta er

r;: [0,27] — R?, 1 (t) = cos(t)i + sin(t)j,
en 6nnur deemi eru t.d.
ro: [0,27] — R2, ry(t) = cos(—t)i + sin(—t)j,

og
ti+ V1 &, eft e [1,1],

2-t)i-V1-(@2-02%, eftell3l.

rs: [—1,3] — Rz, rg(t) = {

Allar stikanir hafa attun. T.d. er stikunin r; : [0,27] — R?,ry(¢) = cos(t) i+
sin(t)j stikun hrings rangselis, 4 medan stikunin ry : [0, 27r] — R2ry(t) =
cos(—t) 1+ sin(—t)j = cos(t)i — sin(t) j er stikun hrings réttselis.

Ein gerd af ferlum er sérstaklega mikilvaeg, svokalladir einfaldir lokadir ferlar.
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Skilgreining 1.1.2 Mengi C i R" er sagt vera lokadur ferill (e. closed curve) ef til er
stikun r : [a,b] — R" b.a. r(a) =r(b).

Mengio C er sagt vera einfaldur lokadur ferill (e. simple closed curve) ef til er stikun
r:[a,b) — R" b.a. r(a) = r(b) og eftirfarandi gildir:
Ef r(t1) =r(t2), barsem a<t; <ty <b, baert; =aogty=no.
Einfaldur lokadur ferill er sem sagt lokadur, en sker sig annars ekki.
m Deemi 1.6 Latum r : [0, 47] — R2,
r(t) = cos(t) i+ sin(t)j.

Er mengio
C:={r(t) : t€[0,4n]}
lokadur ferill? Er C einfaldur lokadur ferill? Af hverju? "

m Daemi 1.7 Stikid sporbaug sem liggur 1 gegnum punktana (—3,0), (3,0), (0,2) og
(07 _2>'
Lausn: Athugum fyrst ad sporbaugurinn hefur jofnuna

N2 (g2
z ) =1
(5) +(3)
Einfold stikun 4 sporbaugnum er gefin med r : [0, 27] — R2,

r(t) = 3cos(t)i+ 2sin(t)j.

Petta sér madur audveldlega ef madur attar sig 4 pvi ad sporbaugur er ekkert annad
en strekktur hringur.

Nékveemari utleidsla: I fyrsta lagi er

<SC%S(t))2 4F <28i;(t)>2 = cos®(t) +sin?(t) = 1

fyrir 6ll ¢t € R, svo punktarnir {r(¢) : ¢t € [0,27]} eru 6rugglega a sporbaugnum.
Latum nu punkt (z,y) 4 sporbaugnum vera gefinn. P4 verour ad gilda —3 <z <3
og vid getum fundio ¢ € [0, 27| b.a. x = 3 cos(t). Par sem arccos hefur myndmengid
[0, 7] verdum vid annadhvort ad hafa t = arccos(x/3) eda t = 21 — arccos(x/3) til
bess ad t € [0, 27| asamt = = 3 cos(t) gildi. N4 er naudsynlega

—-:I:”l— = —i\/l—cos2 = +sin(¢

Ef y > 0 veljum vid ¢ = arccos(z/3) € [0, 7] til pess ad sin(t) > 0 og b4 y = 25sin(¢).
Ef y < 0 veljum vid ¢t = 2r — arccos(z/3) € [r, 27| og bé er y = 2sin(t) pvi

sin(2m — arccos(z/3)) = — sin(arccos(z/3)) < 0.
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Fyrir sérhvern punkt (z,y) & sporbaugnum getum vid sem sagt fundio ¢ € [0, 27]
b.a. = 3cos(t) og y = 2sin(t). Petta synir petta ad r : [0,27] — R? stikar
sporbauginn.

Af sidasta deemi maetti vera ljost ad mjog gagnlegt er ad muna einfaldlega stikanir 4
algengustu ferlum, eins og linustrikum, hringjum, sporbaugum o.s.frv.

Stikaoa ferla er audvelt a0 teikna upp i Matlab. T.d. getum vid teiknad spor-
bauginn i deeminu hér 4 undan med pvi ad skrifa

t=linspace (0, 2xpi);
plot (3xcos (t),2+xsin(t))

m Deemi 1.8 Sannreyndu ad stikunin i deeminu hér ad ofan stiki sporbaug. Getur pu
(at fra pessu deemi) fundid stikun a sporbaug sem liggur 1 gegnum punktana (—2,0),
(2,0), (0,3) og (0,—3)?

| |

Aubvelt er ad stika graf falls f : [a,b] — R, sem er gefid med formdlu y = f(z). Vid
setjum einfaldlega r : [a,b] — R?,

r(t) = ti+ ()

til a0 fa stikun a grafi fallsins.

m Deemi 1.9 Vid stikum graf fallsins f : [0,1] — R, f(z) = 2 + 2z, med bvi ad setja
r:[0,1] — R?,
r(z) =xi+ (:):2 + 2:):) J
|

m Daemi 1.10 Vid stikum graf fallsins f : [0,1] — R, f(z) = 2z + 3, med pvi ad setja
r:[0,1] — R?
r(z) =xi+ (2z+3) j.

Ath. hér ad sama stikun feest meo pvi ad stika linuna 1 pessu deemi med jofnunni
rit) =x+tly—x)b.s.x=(0,3)T ogy = (1,5)7. .

Stikun skuroferla

Vio skulum nu skoda hvernig vid getum stikad skuroferla. Skruroferill myndast pegar
tvo tvivio yfirbord (t.d. kdluhvel, sivalningshvel, plan) skerast i ferli. Vid tokum tvo
demi sem syna hvernig stika ma slika skuroferla.

m Daemi 1.11 Stikum sporbauginn sem myndast pegar sivalningshveliod
2+y?=1 iR3skerplanid z+y+z=1.
Lausn: Byrjum a ad setja

x = cos(t) og y=sin(t)
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pvi pad uppfyllir fyrri jéfnuna. Svo tryggjum vid ad seinni jafnan sé uppfyllt med ad
setja

z=1—x—y=1-cos(t) —sin(t).
Stikunin er pvi

r(t) = cos(t)i+sin(t)j+ (1 — cos(t) —sin(t)) k, t € [0,2n].

Pegar vid vinnum 1 tvividd skrifum vid oft i og j fyrir vigrana

. (1 2 . (0 2
1_<0)6R og J—(1>ER,

eins og vid héfum sé0. Pegar vid erum ad vinna 1 prividd notum vid sému téaknin,
iogj, asamt k til pess a0 takna vigrana

1 0 0
i=[0]cR? j=|1]cR® og k=|0]| eR.
0 0 1

Petta leyfir okkur ad skrifa r(t) = cos(t) i+sin(t)j+ (1 —cos(t) —sin(¢)) k { deeminu

hér ad ofan i stad
cos(t)
r(t) = sin(t) .
1 — cos(t) — sin(¢)

Audvelt er ao teikna yfirborodin og skurdferla peirra i Geogebru meo pvi ad nota
eftirfarandi prjar skipanirnar

x"2+yn2=1
xty+z=1
(cos(t),sin(t),l-cos(t)-sin(t)), 0<t<2xpi

Haegt er ad sekja Geogebru okeypis 1 tolvu eda 3D Calculator appid 6keypis
i simann. Med pessum forritum getur pu leikid pér vid ad skoda myndina fra
breytilegu sjénarhorni.
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Mynd 1.1: Hér sjast sivalningshvelio, planio og skurdferill peirra.

m Dcemi 1.12 Stikum skurdferil halfkaluhvelsins

z=4/1—22—y2 ogplansins z+y=1
i riminu.

Lausn: Vio losum okkur fyrst vid z ur jofnunni fyrir halfkaluhvelinu:

1\? 1
z2:1—x2—y2:1—x2—(1—x)2:—2(m2—x):—2<<x—2> —4)

Vid hofum na

sem vio getum umskrifad

(v2:) + (2= 1)) =
() () -

med 2o = 1/2, a = 1/2 og ¢ = 1/+/2. Sidasta jafnan gefur okkur sporbaug i zz-planinu
og vio vitum hvernig vid getum stikad hann.
Par sem z > 0 veljum vid stikuninar: [0,7] — R3, r=2i+yj + 2k med

1

eda

V22 =sin(t) & z = 7 sin(t),
2(x — %) =cos(t) & x = %(1 + cos(t)),

1
yzl—mﬁy:§(1—cos(t)).
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@ Medr = zi+ yj+ zk og formilunum fyrir z, y og z 1 deeminu hér ad ofan eru
allar pessar steerdir hugsaoar sem fall af t. Stundum ritar madur t.d. z = z(¢) til
pbess ad leggja aherslu a pad og til pess ad fyrirbyggja misskilning.

B I

Mynd 1.2: Hér sést halfkaluhvelid (sa hluti par sem z > 0), planid og skuroferill
peirra.

Aifingar 1.1

/fing 1.1.1 A myndinni hér fyrir nedan sést ferill. Efri hluti ferilsins er fjérdungur
ur hring 22 + y? = 1 og nedri hluti ferilsins er bein lina. Stikid ferilinn rangszlis.
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| .

Afing 1.1.2 Teiknid ferlana sem eru stikadir hér fyrir nedan. Latid attun stikunar-
innar koma fram a myndinni

a)
r : [0,7/2] — R?, ri(t) = cos(t)i+sin(t)j
b)
ro: [0,7/2] — R2, ro(t) = cos(m/2 — t) i+ sin(n/2 — t)j

c)

r;:[0,7/2] — R?, r3(t) = cos(—t)i+ sin(—t)j
d)

ry: [-7/2,0] — R?, r4(t) = cos(—t)i+ sin(—t)j
e)

r5:[0,1] — R?%, r5(t) = V1 —t2i+tj

f)

re: [0,1] — R?, rg(t) =ti+ V1 —12j
g) Stikio nu ferilinn

réttseelis.

Afing 1.1.3 Stikid pann hluta skurdferils yfirbordanna z = 22 + 32 og 22 + y> = 1
sem er i fyrsta attungi (s.s. par sem z > 0, y > 0 og z > 0). Er petta einfaldur
lokadur ferill? "

I Afing 1.1.4 Stikid skurdferil kiluhvelsins 22 + 4% + 22 =4 vid planidz +2=2. =

Afing 1.1.5 Lysido med ordum ferlinum
r:[0,27] — R3, r(t) = (cos(t) +2)i+ (sin(t) —1)j+2k

Er betta einfaldur lokaour ferill? m
I Afing 1.1.6 Stikid skurdferil flatanna z = 22 + y? og z = 4o — 2y + 4. "
Afing 1.1.7 Stikid feril C sem umlykur svaedid

D::{(";)eRQ st 492 <1, y<O0}

réttseelis. u
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Afing 1.1.8 Stikio ferlana

a)

b)

c)

d)

Ci={(z,y) eR? : >0, y =2%}
C2={(Va,y) eR® : 20, y =z}

C3={(z,y) eR? : >0, y* =2}

Cy = {(fv,y) eR? : <§>2+4y2 = 1}

Afing 1.1.9 Eru eftirfarandi mengi ferlar?

a)

b)

2 1
Clz{($7y)ER : 33750, y:xQ
2 . 1
C2: (x,y)ER $>O’y:ﬁ

1
ng{(l‘,y)ER2 : 0<a:<1,y:$2}

N
ot
I
—=
=
O
wn
—~
~
~—
@,
B
—~
~
=
m
e
[\
o
N
~
IA
[\)
=)
)

1.2 Vektorgild foll af einni breytistaerd

Abdur en vid sndum okkur almennt ad vérpunum f: R” — R™, ba skodum vid fyrst
tilfellid n = 1, p.e. f er vektorgilt fall af einni breytisteerd. Yfirleitt kallar madur pa
breytuna ¢ og imyndar sér ad f(t) sé stoduvektor agnar i riminu vid timann ¢, jafnvel

pétt ad m > 4.

Latumr: R — R3,

1 0 0
=zt | 0 |+y@®) | 1 |+2@®) | 0 | =2@)ity@®)j+=) K,
0 0 1

lysa stadsetningu agnar i raiminu sem fall af tima. Stefnuhradi (e. velocity) agnarinnar
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a timanum ¢ er pa, svipad og i einni vidd, skilgreindur sem

v@y:f@y:g%“t”gﬂﬂ

(x(t + h) — x(t) it y(t+h) —y(t) iv z(t+h) — 2(t) k)
h

h h

yt+h) —y@). .
h—0 h h—0 h I+ flzli%
=2/ (t)i+y' )i+ 1)k

z(t+h) — 2(t)
S E— k

Petta gengur upp ef allir lidir fallsins r(¢) eru diffranlegir, b.e. ef follin ¢ — xz(¢),
t — y(t) og t — z(t) eru diffranleg.

Hrodun (e. acceleration) agnarinnar er skilgreind sem afleida stefnuhradans med tilliti
til timans,
alt)=v(t)=r"(t)=2"t)i+y"t)j+ "t k.

Hradi eda ferd (e. speed) agnarinnar 4 timanum ¢ er skilgreindur sem

[Vt = /(¥ Tv(t) = V()= v(t) = (@ ()2 + (o ()2 + (/1))

m Demi 1.13 Latum r : R — R3 vera gefid med formulunni

r(t) = cos(t)i+sin(t)j + tk.

Pa er stefnuhradinn
v(t) =1/ (t) = —sin(t)i+cos(t)j + k

og hradinn (eda ferdin)

Iv(t)]] = /(= sin(t))? + (cos())? + 1 = V2.

Hr6dunin er
a(t)=v'(t) =r"(t) = —cos(t)i—sin(t)j + 0k.

Hroounin er ekki nill, en samt breytist feroin ekki, hvernig stendur a pvi? Svar:
Lengd stefnuhradans er fasti, en stefnan er ao breytast og til pess parf hrédun.

Hver er stefnuhradinn pegar ¢ = 2? Svar:
v(2) = —sin(2)i+cos(2)j+ k
Hver er hrédunin pegar ¢t = 3? Svar:
a(3) = —cos(3)i—sin(3)j+ 0k.

m Daemi 1.14 Ogn ferdast eftir ferli 1 R? sem er gefinn med formuilunni y = z2. Ognin
ferdast til haegri meo fostum hraoa (fastri ferd) v = 5. Reiknid stefnuhrada og hrodun
agnarinnar pegar hun fer i gegnum punktinn (1, 1).

Lausn: Latum z(t) vera z-hnit agnarinnar vid timann ¢. P4 er stadsetning agnarinnar
vi0 timann ¢ gefin med vektorgilda fallinu

r(t) = z(t)i+ (z(t))%).
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Stefnuhradi agnarinnar er
v(t)=r(t) =" () i+ 22(t)2' ()

og hrédunin
a(t) =v'(t) = 2" () i+ 2((@' (1) + x(t)a" (1)) §

og hradinn (eda ferdin) pa

V(I = /(@ (5)2 + 40/ (£)2(2(1)2 = 2'(1)] - /1 + 4((8)2.

Athugid ad hér ad ofan beittum vid kedjureglunni pegar vid diffrudum x(¢) meo tilliti
til ¢.

Vid vitum ad hradinn (eda ferdin) er = 5 og pvi gildir, af pvi ad 6gnin er ad ferdast til

haegri,
5

"0 = Arieny

Vid hofum dhuga a stefnuhradanum i punktinum (1, 1), p.e. fyrir timann ¢* pegar
z(t*) =1, en ba er

roy 5 _ 5
R ivie o v A

og pa
v(t*) =/ (t*) = &/ () i+ 22(t")/ (") j = VBi+ 2 1-V5j = VBi+2V5j

Vid reiknum nina hrodunina & timapunktinum t*, p.e. pegar 6gnin fer i gegnum
punktinn (1, 1). Med kedjureglunni faum vid ut ad

") = —20xz(t)z’(t) 100z(t)
0= TR T T+ AE0))?
SVO

Sy M0 100

(L+4@(t)?)? 5

N1 er hrodunin

SVO
a(t*) = 2" (t*) i+ 2((2'(t")? + a(t
=—4i+2((vV5)2+1-(-4)j

= —4i+ 2j.
Athugid a6 vido reiknudum betta allt it an pess ad hafa reiknad ut timann ¢* pegar
ognin fer 1 gegnum punktinn (1, 1) eda fallid =(t). "

Reiknireglur fyrir diffrun a follum R — R erfast yfir 4 f6ll R — R™:

Regla 1.2.1 Latum u: R — R™ og v : R — R™ vera vektorgild f6ll p.a. allir lidir
peirra séu diffranlegir og latum ) : R — R vera diffranlegt fall. Pa er

(a)
d

%(u(t) +v(t) =u'(t) +V'(t).
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(b)

—(Atu(t)) = N(ta(t) + At)u'(t).
(c) p
Zu(t) - v(t)) = w'(t) - v(t) +u(t) - v'(2).

(d) Ef m = 3 (annars er krossfeldio ekki skilgreint) er

%(u(t) x v(t)) =d'(t) x v(t) +u(t) x v'(t).
(e) p
22 A®) =w(A0) - N'(1)
(0 Efu(t) #0, ba er
d ROR40)
@l = )]

Sonnun. Leidir ad mestu beint af samsvarandi reglum fyrir f6ll R — R. Madur
skodar bara hvern 1i0 fyrir sig. Vid synum bara 1i6 (f). Hér er

ul(t)
u(t) = uzz(t) =ui(t)e; +ua(t)es + ... un(t) en

()

par sem e er k-ti einingarvigur R™, b.e. m-vidur vektor med 1 i k-ta staki og 0 1 6llum

hinum. P4 er
lu(®)l = /@O u) = | > () = (i u?<t>>2
=1 =1

og med kedjureglunni fest

L aio) = 4 (_Z u3<t>> 2

m Deemi 1.15 Notid reiknireglurnar fra Reglu 1.2.1 til pess ad reikna ut ad fyrir pri-
diffranlegt u : R — R> er

o (u+u”)s(axu))=u"-(uxu).
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Lausn: Vio athugum a6 rithaettirnir %v og v/ merkja nakveemlega pad sama, diffra a
vektorgilda fallid v med tilliti til frjalsu breytunnar ¢. Notum fyrst reglu (c) til pess ad
fa

%((u+u”)-(ux u))=u+u’) -(uxu)+(m+u’)-(uxu).

Vio sjaum ad

" "

(u+u") -(uxu)=u-(uxud)+u”-(uxu)=u".(uxu)

pvi vigurinn u x u’ er hornréttur 4 u’, sem pyoir ekkert annad en ad u’- (u x u’) = 0.
Vid notum nu reglu (d) og faum ad

u+u)-(uxd) =m+u") (0 xu +uxu’).

Hér sjaum vid ad u’ x u’ = 0, pvi krossfeldi vigurs vid sjalfan sig gefur alltaf nall-
vektorinn, og ad auki er

(u+u’)cuxu’" =u-(uxa’)+u’-(uxu’) =0,
pvi vektorinn u x u” er hornréttur 4 beedi u og u”. Eftir stendur p4 ad

() (wxw)) = (wxw),

m Deemi 1.16 Latum u = u(t) vera stadsetningu agnar sem fall af tima. Gerum rao
fyrir ad hrodun agnarinnar sé samsida stadsetningarvigrinum u. Synid ad u x u’ sé
fasti.

Lausn: Til pess ad syna ad fallid ¢t — u x u’ sé fasti, er nég ad syna ad afleida pess sé
nuallvigurinn. Vid reiknum

(uxu) =u xu +uxu” =0,

pviu’ x u’' = 0 og u x u” = 0. Sidari jafnan leidir af pvi ad hr6dun agnarinnar u” er
samsida stadsetningunni u skv. forsendu, b.e. til er fall ¢ — s(¢) pb.a. u”(t) = s(t)u(t),
og pa er

u(t) x u’(t) =ua(t) x (s(t)u(t)) = s(t) -u(t) x u(t) = 0.

Hvada tilkun hefur staerdin u x u’ 1 edlisfradi { deeminu hér ad ofan?

Afingar 1.2

/fing 1.2.1 Ogn ferdast eftir ferlinum r : [0, oo[ — R3,

r(t) =tcos(t)i+tsin(t)j+ 2k.

a) Lysid (med oroum eda mynd) hvernig ferillinn sem 6gnin ferdast eftir litur ut.
b) Finnid punktinn P € R? par sem hradi agnarinnar er v = ||v(¢)|| = 3. n
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Afing 1.2.2 Ogn ferdast til haegri eftir ferlinum r : R — R?,
r(t) =z(t)i—2z(t)j+ (z(t))’k

med jofnum hraoda (e. speed) v = 7. Hver er stefnuhradi (e. velocity) agnarinnar i
punktinum (—1,2,1)? n

Afing 1.2.3 Ogn ferdast til haegri eftir ferlinum r : R — R?,
r(t) = z(t)i— (z(t)%j + 2z(t) k

me0 jofnum hrada v = 6. Hver er stefnuhradi agnarinnar i punktinum (1, -1,2)? =

1.3 Bogalengd

Lengd ferils er oft nefnd bogalengd (e. arc length). Hvernig reiknar madur lengd
ferils C? Ein adferd veeri a0 stika ferilinn med r : [a,b)] — R™ b.a. hradinn (eda ferdin)
Iv(®)]| = ||/ (¢)|| = 1 fyrir 611 ¢ € [a,b], b.e. & 1 timaeiningu ferdast madur vegalengdina
1, og athuga hversu margar timaeiningar maodur parf til pess ad komast a leidarenda.
Pessi adferd hefur pann 6kost ad ef madur er buinn ad finna einhverja stikun a ferlin-
um, pa vill madur gjarnan nota hana beint an pess ad purfa ad breyta henni p.a. hin
hafi hradann (eda ferdina) 1. Pad er lika yfirleitt erfidara ad finna stikun meod hradann
1 en a0 reikna lengdina. Hver veri lengdin ef vio hefoum slika stikun med hradann 1?

bagilegra er a0 reikna hradann (eda ferdina) a stikunninni r : [a,b] — R” sem vid
hofum og heilda hann yfir ferilinn. P4 er lengd ferilsins gefin med

e = [ el

Petta heildi er 6h4d stikuninni r!

Athugid ad hér er ad sjalfsogou att vio stikun r sem fer 4 edlilegan hatt einu
sinni 1 gegnum ferilinn. Vid getum t.d. stikad hring med r : [0,47] — R?,
r(t) = cos(t)i+sin(t)j, en bar sem stikunin hleypur tvisvar sinnum eftir hringnum
getum vio ekki notad pessa stikun til pess a0 reikna lengdina 4 honum. Aftur
4 méti er ekkert pvi til fyrirstédu ad nota r : [0,27] — R? med somu formilu.
Almennt verdur stikunin r : [a,b] — R"™ ad uppfylla ad ekki mega vera til
tvo hlutbil [c1,d1] og [c2,d2] & [a,b] b.a. ¥([c1,d1]) = r([c2,d2]). Fyrir allar slikar
stikanir er heildid hér ad ofan 6had stikuninni eins og adur var sagt. Pad ma
roksty0ja a eftirfarandi hatt: Latum r; : [a,b] — R" og ry : [¢,d] — R" vera
tveer stikanir & ferlinum C. Vio getum ba skilgreint vaxandi fall s : [¢,d] — [a, b]
b.a. ra(t) = ri(s(t)). Vid purfum ad syna ad

[ il = [ e
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Vid athugum fyrst ad

(1) = ra(t) = ra(s(0) = ¥ ()8’ (1)

og par med ad
d d
| imsoiae= [ ieons' o

Athugid ad par sem s(¢) er vaxandi er s'(t) > 0 og pvi megum vid taka pad ut ur
|| - ||. Med breytuskiptunum 7 = s(¢) 1 heildinu feest svo dr = §'(t)dt, 7(c) = a,
7(d) = b og ba

d b
| IOl @dt = [ )lar

og vid erum biin ad syna ad lengdin er 6had stikuninni.

Audveldast er ad atta sig 4 pvi hvernig madur reiknar lengdir ferla ut fra demum.

m Dcemi 1.17 Reiknum lengd halfhrings med geislann 1 i planinu, b.e. lengd ferilsins
C:= {<i1> cR?: 22 +22=1 og 29 >0}
2

Lausn 1: Notum stikunina r; : [0, 7] — R2,

ri(t) = cos(t)i+ sin(¢)j.

Paer
r|(t) = —sin(t)i+ cos(t)j
og ba
I ()] = \/(—sin(t))2 + (cos(t))? = 1
SVO

M:/Hﬂ@W:/lﬁ:m
0 0
Lausn 2: Annar méguleiki er ad nota stikunina rs : [0,1] — R

ro(t) = cos(mt) i+ sin(7t) j.

Pa er
ry(nt) = —7sin(t) i+ 7 cos(t)j
og ba
s ()] = \/(—71’ sin(7t))? + (7 cos(nt))? =7
sVo

1 1
m:/ugwm:/wﬁ:m
0 0

Lausn 3: Vio getum lika skodad graf fallsins f : [-1,1] — R,

f(z) =+v1—22
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Vid sjaum ad r3 : [-1,1] — R,
r3(t) =ti+ f(t)j

er stikun a halfhringnum. Pa er

-t
ri(t) =i+ ——j
0 =1 =)
og ba
t2 1
) =4/1 =
”1'3( )H + 1 — ¢2 m
SVO

’ cos(z)dx = ® de =

1 1 1 1
c:/ r;(t dt:/ ——dt = T
= L mOlde= | A== | e

Hér notudum vid breytuskiptin ¢ = sin(x), sem gefur dt = cos(z)dx og nyju morkin 1
heildinu verda z(—1) = arcsin(—1) = —7n/2 og z(1) = arcsin(1) = 7/2. "

m Deemi 1.18 Latum f : [a,b] — R vera diffranlegt fall. Pa er ,lengd” grafs fallsins a

bilinu [a, b] gefin med
b
/a V14 (f(t))%dt

af bvi ad vid getum stikad grafio med r: [a,b] — R, r(¢t) = ti+ f(t)j. Reiknum lengd
grafs fallsins f(z) = sin(z) & bilinu [0, 27].

2T
IC| = / \/ 1+ (—cos(t))?dt ~ 7.64
0

Athugid ad fallid g(t) = /1 + cos?(¢) hefur ekki einfalt stofnfall, p.e. vid getum ekki
skrifad upp einfalda formulu fyrir falli G(¢) p.a. G'(t) = g(¢). Vid notudum pvi télulega
heildun med tolvu til ad fa sidasta svario. "

Oft er mjog erfitt ad sja hvort eitthvert tiltekio fall, eins og t.d. g(¢) hér ad ofan,
hefur einfalt stofnfall eda ekki. Sem deemi hefur

f(@)

a5
C Vrt 11022 — 96 — 71

yeinfalda“ stofnfallid

1
F(z) = -2 ((xG + 15z — 8022 + 2722 — 528 4 781)V/ x4 + 1022 — 96 — 71
— 28 — 202° + 12827 + 54z + 140823 — 312422 — 10001).

Aftur 4 méti er ekki til einfalt stofnfall fyrir

g9(z)

X
Vet 11022 - 96 — 72

Til er algrim, nefnt Risch algéripminn til heidurs Robert Henry Risch, sem getur
svarad pvi hvort gefio einfalt fall hafi einfalt stofnfall eda ekki. I pvi tilfelli ad
einfalt stofnfall er til, reiknar Risch algéripminn eitt slikt.
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L J

Vid getum 4 alveg sama hatt og 1 R? reiknad lengd ferla i R? (og jafnvel R” b.s. n > 3,
po erfidara sé ad sja pa fyrir sér).

m Deemi 1.19 Vio purfum ad ganga upp brekku sem hefur logun eins og ferillinn
r:[0,12] — R3, r(t) = cos(t)i +sin(t)j + tk (getur bu séd ferilinn fyrir bér, eda teiknad
hann i Matlab/Geogebru?). Vio viljum vita hvad vido purfum ad ganga langt svo vid
reiknum

¥l = /(= sin($))? + (cos(t))? + 12 = V2
og til a0 finna lengdina

12
C| :/ V2dt = 12v/2
0

Afingar 1.3

Afing 1.3.1 Latum D C R? vera takmarkada sveedid sem afmarkast af linunni
z +y = 1 og fleygboganum y = 3 — 22. Finnid lengd ferilsins C sem umlykur svsedid
D. Heildin sem upp koma ma reikna med tolvu. "

Afing 1.3.2 Ogn ferdast eftir ferli sem er gefinn med jéfnunni

r:[0,00[— R3 r(t)=tcos(t)i+tsin(t)j+ \éthk
a) Finnid punktinn P € R? par sem ferdin er v = ||v(t)|| = V1 + 72
b) Ef 6gn ferdast eftir ferlinum fra punktinum (0, 0, 0) til punktsins (-, 0, ?7@),
hvad fér 6gnin pa langt?
Heildin sem upp koma ma reikna meo tolvu. "

Afing 1.3.3 Hér erum vid i R3.
a) Stikid skurdferil sivalningshvelsins 22 + y? = 9 vid planid z = 2z — y. Athugid
ao ferillinn a ad vera einfaldur lokaodur ferill.
b) Hvad er ferillinn sem stikadur var i a) 110 langur? Athugid ad nota ma reiknivél
til ad reikna ur heildinu sem kemur upp.

1.4 Ferilheildi

Latum f : R® — R og C vera feril i R". Oft hefur madur ahuga a ad heilda f eftir
ferlinum C. Hvad er att vid med pvi? Latum r : [¢,d] — R" vera stikun & ferlinum
C b.a. ||r'(t)|| = 1 fyrir 6ll nema etv. endanlega morg t € [c,d]. P4 er heildid af f yfir
ferilinn C (e. line integral) skilgreint sem

/Cf(x)ds — /c'd F(e(6))dt.
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Pad kemur i 1jés eins og adur ad vid getum notad hvada stikunr : [a,b] — R” sem er

ef vid reiknum
[ s = [ s e

pvi iutkoman er alltaf st sama.

m Deemi 1.20 Latum a > 0, C := {(x1,22) € R? : 2?4+ 2% = a? og x5 > 0} vera feril { R?
og f: R? — R, f(x1,72) = x9, vera fall. Vid reiknum

[ s

c

p.e. vio heildum f yfir ferilinn C.

Lausn 1: r: [0,7] — R2, r(t) = acos(t)i + asin(t) ], stikar ferilinn C. Vid héfum

¥/ ()]] = /(~asin(t)? + (acos(t))? = |a| = a

(e(@®) ') dt

'
f(a cos(t), asin(t))adt

™

asin(t)adt

t=m

I
S S oS

t=0

[ - cos(t)}
2

Il
DO
S}

Lausn 2: r: [—a,a] — R?, r(t) = ti+ va? — t2, stikar ferilinn C. Vid hofum

/ _ . .
r(t)_11+7a27t2,]

—t 2 12 a? a
/ — 2 — 2 — —
wum—¢1+(ﬂ_ﬁ)—¢1+ﬁ_ﬂ—¢ﬁ_p— ——
og pa

[ r@ds= [ raolo)ar

SVO

a a
= t, vV a? —12) ———dt

—a f( )‘/CLQ — 2

a
a? —t2———dt
. /CLQ _ t2

a

= adt

—a

-[o],

= 242
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En hvada merkingu hefur pad ad heilda fall eftir ferli? Vid skulum skoda deemi.

m Dcemi 1.21 Péttleiki virs er breytilegur eftir pvi hvar vid erum stdodd i raminu og
er gefin med fallinu 6(z,y,2) = zy. Virinn liggur eftir ferlinum r : [0,1] — R3,
r(t) = ti+ 2tj + t*k. Vid viljum nu finna heildarmassa virsins. Vid heildum pvi
péttleikafallid eftir ferlinum og vid reiknum

1
[ r@ds = [ s oar
c 0
1
= / 26°V/1 + 4 + 4t2dt
0

~ 1.809.

Hér notudum vio télulega heildun med télvu til ad fa sidasta svarid pvi fallio g(¢t) =
2t2/5 + 4t2 hefur ekki einfalt stofnfall. .

Afingar 1.4

Afing 1.4.1 Heildid fallid f(z,vy, 2) = xyzsin(z? +y?) yfir ferilinn sem myndast begar
halfkeiluhvelid z = 2 — /22 + y2 sker skalina z = 22 + ¢ .

Afing 1.4.2 Latum x? = (123),y7 = (2 —12) ogz? = (00 1) vera vektora i R3.
a)
Stikid feril r; : [0,1] — R? sem er beint linustrik 4 milli x og y.
Stikid feril ry : [0, 1] — R? sem er beint linustrik 4 milli y og z.
Stikid feril rs : [0, 1] — R? sem er beint linustrik 4 milli z og x.
b) Skodum nina ferilinn C sem er stikadur af r : [0,3] — R3,

rl(t), eft e [0, 1],
r(t):=<r(t—1), eftell,2],
r;(t—2), efte]2 3]

Er r skynsamlega skilgreint fall? P.e. er gildid r(¢) 6tviraett akvardao fyrir
sérhvert ¢ € [0, 3]?. Er C einfaldur lokadur ferill?
¢) Reiknid lengd ferilsins C.
d) Heildid fallid f(x,y,2) = 22 - y — z eftir ferilinum C.
Ath. heildin sem upp koma ma leysa med reiknivél.

Afing 1.4.3 Hverfitregda (e. moment of inertia) ferils C um y-4sinn i R? er gefin med
heildinu

-/C(x2 + 2%)ds

Vid skodum tvo ferla, annars vegar C; sem er skurdferill sivalningshvelsins 22 + 22 =
4 og plansins y = 2 og hins vegar ferilinn C; sem er skuroferill sivalningshvelsins
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22 + 22 = 4 og plansins y = x.
Reiknid hverfitregdou beggja ferla um y-as, p.e. reiknid

/ (2% + 2%)ds og (2% + 22)ds.
C1 Ca

Heildid sem kemur upp fyrir C2 ma leysa med reiknivél. n

Afing 1.4.4 Heildid fallid f(z,y,2) = xyzsin(a? + y?) eftir ferilinum sem myndast
pegar halfkeiluhvelid z = 2 — /22 + 42 sker skdlina z = 22 + 2. .

linustriki fra (0,0,0) til (1,1,0) og linustriki fra (1,1,0) til (1,1,1). Gefid er fall
f:R?® — R med formuilunni

f(z,y,2) = 2?2+ +ay sin(z).

Reiknid ferilheildid
/ f(z,y, z)ds.
@

Afing 1.4.6 Latum f(z,y,z) = 2? + y? vera fall og C vera ferillinn sem myndast
pegar sivalningshvelid 2 + y? = 9 sker skalina z = 22 + y2. Reiknid ferilheildid

| Afing 1.4.5 Latum C vera feril 1 R? sem er samsettur ur tveimur linustrikum;
| /f(:v,y,Z)dS-
C

Pad er gott ad teikna yfirbordin og ferlana upp til ad sja deemin betur fyrir sér.
T.d. er heegt a0 teikna halfkeiluna i Zfingu 1.4.4 i Matlab me0 pvi a0 skrifa

[x,y]=meshgrid (-3:0.01:3);
fl=2-sqgrt(x."2+y."2);
mesh (x,vy, f1)

og til a0 teikna t.d. ferilinn
r: [0,7] — R3,r(t) = 2cos(t)i+ 2sin(t)j + 4k
er rad ao skrifa

t=0:0.01:pi;
plot3(2%xcos(t),2xsin(t),4*xones (length(t)),’'k’)

Einnig er med einfoldum heetti heegt ad teikna pessi yfirbord og ferla i Geogebru.
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Lausnir @ véldum dcemum

Zfing 1.1.1 A myndinni hér fyrir nedan sést ferill. Efri hluti ferilsins er fjérdungur
ur hring 22 + y? = 1 og nedri hluti ferilsins er bein lina. Stikid ferilinn rangszlis.

m Lausn Hér eru margir moguleikar. Best er ad byrja a a0 stika hvorn ferilinn fyrir
sig, sem sagt hringbutinn og linustrikid, og setja ad lokum saman 1 eina stikun. T.d.
gaetum vid notad

s l0.5/2 - 22 n00 = ()
og

ro:[0,1] — R2, ry(t) = (12)'

Til ad setja petta saman 1 einn feril skilgreinum vid nyja stikun r : [0, 7/2 + 1] — R?
gefna med

r(t) ri(t), te[0,7/2]
o\t —7/2), teln/2,7/2+1]

Annar méguleiki 4 ad stika halfhringinn veeri t.d. gefinn med r3 : [0,1] — R?,

rs(t) = (1— )i+ \/1— (1—1)2j.

Zfing 1.1.5 Lysid med ordoum ferlinum
r:[0,27] — R3, r(t) = (cos(t) +2)i+ (sin(t) —1)j+2k
Er petta einfaldur lokadur ferill?
m Lausn Ferillinn er hringur sem liggur i planinu z = 2, med midju i (2,—1,2) og

radius » = 1. Petta er einfaldur lokadur ferill pvi r(0) = r(27) of fyrir 61l ¢1,¢2 b.s.
0 <t <ty <2merr(ty) #r(ta).
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ZEfing 1.1.6 Stikid skurdferil flatanna z = 22 + 42 og z = 4z — 2y + 4.

m Lausn Badar jéfnurnar eru uppfylltar ef 22 + y? = 42 — 2y + 4, sem vid getum skrifad
22 — 4z + y? 4 2y = 4. Vid fyllum i ferninginn og faum

(x—22%+(y+1)?2=09.

Setjum z — 2 = 3cos(t) & = = 3cos(t) + 208y + 1 = 3sin(t) & y = 3sin(t) — 1. Paer
z =4z —2y+4 = 12cos(t) — 6sin(t) + 14. Stikunin er pa

r:[0,27] — R3 r(t) = (3cos(t) +2)i+ (3sin(t) — 1) + (12cos(t) — 6sin(t) + 14) k.

ZAfing 1.1.7 Stikid feril C sem umlykur sveedid

D::{@)e}RQ C a2 2 < 1, ygo}

m Lausn Vid getum t.d. stikad hringhlutann meo

réttsaelis.

r;:[0,1] — R?, ry(t) = cos(—mt)i+ sin(—nt)j = cos(nt)i — sin(nt) j

og linuna med
ro:[0,1] — R% ro(t) = (2t —1)i

og svo setjum viod petta saman i eina stikun meo pvi ad nota

r(t), eft e[0,1],

Zfing 1.2.1 Ogn ferdast eftir ferlinum r : [0, co[ — R3,
r(t) =tcos(t)i+tsin(t)j + 2k.

a) Lysio (med ordum og/eda mynd) hvernig ferillinn sem 6gnin ferdast eftir litur 1t.
b) Finnid punktinn P € R3 par sem hradi (eda ferd, e. speed) agnarinnar er v =
Iv(@)] = 3.
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s Lausn (a) Ognin ferdast eftir spiral sem staekkar jafnt og pétt og liggur i planinu
z=2.

Mynd 1.3: Myndin faest med skipununum t=0:0.06:12*pi; og
plot3(t.*cos(t),t.xsin(t), 2+ones (length (t))) i Matlab.

(b) Vid byrjum a ad finna stefnuhradann

cos(t) — tsin(t)
v(t) =¥/ (t) = | sin(t) + t cos(t)
0

og reiknum nud hradann, sem er lengd pessa vigurs

v=|[v(t)|| = \/ (cos(t) — tsin(t))? + (sin(t) + ¢ cos(t))? + 02

\/(3032 (t) — 2t cos(t) sin(t) + t2sin?(¢) + sin?(t) + 2t sin(t) cos(t) + 2 cos2(t)
\/0052(t ) + sin?(t) + t2(sin?(t) + cos2(t))

=Vv1+1t2

Vid viljum nd finna ¢ > 0 pannig ad v = 3, b.e. V1 + 2 = 3 sem hefur lausnina ¢t = /8.
Svo setjum vid petta gildi inn i stadsetningarvigurinn og faum stadsetninguna 4 P,

V8 cos(V/8)
r(v8) = | v8sin(v/8)
2

ZAfing 1.2.2 Ogn ferdast til heegri eftir ferlinum r : R — R3,
r(t) = x(t)i—22(1)j + (z(t))*k
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med jofnum hrada (e. speed) v = 7. Hver er stefnuhradi (e. velocity) agnarinnar i
punktinum (—1,2,1)?

m Lausn Vid byrjum a ad difffra til ad finna stefnuhradann. Munum ad vid erum ad
diffra m.t.t. ¢ svo vido purfum ad beita kedjureglunni,

/(¢

)
v(t)=7(t) = —295 (

)
2x(t) (t

t
(t)

Hraodinn er pvi
o(t) = [|v(t)|] = \/( '(£)) + (—22/(1))? + (2x(t)2'(t))?

= (@ (0)2(1 + 4 + da(t)?)
= |2/ (t)] 1—|—4+4x(t)2.

N1 er 6gnin ad ferdast til haegri svo 2/(¢) > 0 og vid erum med jafnan hrada v = 7. Ut
fra pessum skilyroum feest

7
1+4+4z(t)?

a'(t) =
Téaknum med ¢* timann par sem 6gnin er stodd i punktinum (—1,2,1). Vio faum a0

7 7
2(t7) =

7
VItata-? Vo 3

Nu getum vid fundid stefnuhradann i punktinum (—1,2,1) med pvi ad stinga inn
gildunum fyrir z(t*) og 2/(¢*):

7/3 21
v(t) = [-14/3| =< | -2
~14/3 —2

ZAfing 1.2.3 Ogn ferdast til heegri eftir ferlinum r : R — R3,

r(t) =z(t)i— (z(t)*j +22(t) k
med jofnum hraoda (e. speed) v = 6. Hver er stefnuhradi (e. velocity) agnarinnar i

punktinum (1, —1,2)?

m Lausn Vid byrjum a ad difffra til ad finna stefnuhradann. Munum ad vido erum ad
diffra m.t.t. ¢t svo vido purfum ad beita kedjureglunni

2'(t)
v(t) =r(t) = —296( )2'(t)

22'(t)
Hradinn er pvi
o(t) = |[v@®)|| = \/( (1)) + (—22(t)2' (1)) + (22'(1))?
= \/ 1+ 4x(t)? +4)
= |2/ (t)|\/5 + 4xz(t)2.
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Nu er 6gnin ad ferdast til heegri svo 2/(t) > 0 og vid erum med jafnan hrada v = 6 svo

6

0=

Téaknum med ¢* timann par sem 6gnin er stodd i punktinum (1, —1,2) og faum ad

6 6
T ArA0? VO

o' (t%) 2.

Nu getum vid fundio stefnuhradann i punktinum (1,—1,2) med pvi ad stinga inn
gildunum fyrir z(t*) og /(¢*):

Zfing 1.3.1 Latum D C R? vera takmarkada svadid sem afmarkast af linunni z+y = 1
og fleygboganum y = 3 — z2. Finnid lengd ferilsins C sem umlykur svaedid D. Heildin
sem upp koma ma reikna med télvu.

m Lausn Vid stikum fleygbogann og linuna hvort fyrir sig, en til ad vita a hvada bili
stikinn ¢ 4 a0 vera purfum vid ao finna hvar ferlarnir skerast. Til pess leysum vio
3—22=1—2ogfium ad x = —1 og = = 2. Vid stikum fleybogahlutann med

r :[—1,2] — R% ri(t) =ti+ (3—1t9)j

og reiknum lengd hans med

t=2

2 1 t
ICy| = / V14 4t2dt = {4 In (\/1 + 42 + 2t) + 5\/1 + 4752} ~ 6.126.
-1

t=—1

Lengd linunnar fra (—1,2) til (2, —1) m4 finna med /(—1 — 2)2 + (2 + 1)2 = 3v/2. En
vi0 getum lika (til gamans?) stikad linuna med

ry:[0,1] — R%, ro(t) = (3t —1)i+ (=3t +2)j

og reiknad lengd hennar meo

|Cy :/01,/3+(—3)2dt:/013\/§dt:3\/§.
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Mynd 1.4: Svae0io 1 ZAfingu 1.3.1 afmarkast af beinni linu og fleygboga.

Samtals er pvi ferillinn sem umlykur svaedio

IC| = C1 + Co &~ 6.126 4+ 3v/2 ~ 10.369 lengdareiningar.

ZEfing 1.3.2 Ogn ferdast eftir ferli sem er gefinn med jéfnunni

r:[0,00[— R3 r(t)=tcos(t)i+ tsin(t)j+ \gthk
a) Finnid punktinn P € R? bar sem ferdin er v = ||v(t)| = 1 + 72

b) Ef 6gn ferdast eftir ferlinum fra punktinum (0,0, 0) til punktsins (-, 0,
hvad fér 6gnin pa langt?
Heildin sem upp koma ma reikna med tolvu.

m Lausn a) Vid byrjum a ao finna stefnuhradann

cos(t) — tsin(t)
v(t) =¥/ (t) = | sin(t) + t cos(t)

V3t

og reiknum nu hradann, sem er lengd pessa vigurs

v=|lv(t)|| = \/ (cos(t) — tsin(t))? + (sin(t) + tcos(t))? + (V3t)?
= (cos2 (t) — 2t cos(t) sin(t) + t* sin?(t) + sin?(¢)

[N

+ 2t sin(t) cos(t) 4 t% cos?(t) + 3t2)

— \Jeos2(t) + sin?(1) + £2(sin?(t) + cos?(1)) + 32
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Vid viljum nt finna ¢ > 0 pannig ad /1 + 4t2 = /1 + 72, sem hefur lausnina ¢t = 7/2.
Svo setjum petta gildi inn i stadsetningarvigurinn og faum

/2 cos(m/2) 0
r(r/2) = | n/2sin(n/2) | = /2
V372 /4 V372 /4

I pessum punkti hefur 6gnin hradann eda ferdina v = |v(7/2)| = V1 + =2

b) Ognin ferdast fra (0,0,0) til (-, 0, @wz) begar t € [0, 7], svo vid getum reiknad
lengd ferilsins med

IC| = / V1 + 4t2dt ~ 10.628 lengdareiningar.
0

Hér notum vid télvu til ad reikna heildid t6lulega. Stofnfallid er gefid i sidustu lausn.

Zfing 1.3.3 Hér erum vid i R3.
a) Stikid skurdferil sivalningshvelsins 22 + y? = 9 vid planid z = 2z — y. Athugid ad
ferillinn a a6 vera einfaldur lokadur ferill.
b) Hvad er ferillinn sem stikadur var i a) 1id langur? Athugid ad nota ma reiknivél
til a0 reikna tr heildinu sem kemur upp.

m Lausn a) Vid getum stikad skurdferilinn med r : [0, 27] — R3,
3 cos(t)

r(t) = 3sin(t)
6 cos(t) — 3sin(t)

Petta sést audveldlega med pvi ad stika fyrst hringinn 22 + 4> = 9 = 32 med ¢t —
3(cos(t),sin(t))T og stinga svo z(t) = 3 cos(t) og y(t) = 3sin(t) inn { formuiluna z = 2z —y.
b) Vid byrjum 4 ad finna stefnuhradann

—3sin(t)
r'(t) = 3 cos(t)
—6sin(t) — 3cos(t)

svo ferdin er

2/ ()] =/9sin2(t) + 9 cos? (1) + (—6sin(t) — 3cos(1))?

—\/9(cos?(t) + sin?(£)) + 36 sin2(¢) + 9 cos?(£) + 36 cos(¢) sin(t)

— /18 + 36 cos() sin(t) + 27 sin?()

og lengd ferilsins er pvi, reiknad med tolvu,

2T
/ \/18 + 36 cos(t) sin(t) + 27 sin?(t)dt ~ 33.96.
0
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Zfing 1.4.3 Hverfitregda (e. moment of inertia) ferils C um y-asinn i R? er gefin med
heildinu

/C.(ac2 + 2%)ds

Vid skodum tvo ferla, annars vegar C; sem er skurdferill sivalningshvelsins 22 + 2% = 4
og plansins y = 2 og hins vegar ferilinn C; sem er skurodferill sivalningshvelsins
2?2 + 22 = 4 og plansins y = z.

Reiknid hverfitregéu beggja ferla um y-as, p.e. reiknid

/ (z* 4 2%)ds og (2 + 2%)ds.
C1 CZ

Heildid sem kemur upp fyrir C» ma leysa med reiknivél.
m Lausn Byrjum 4 ad stika ferilinn C; med r : [0, 271] — R3,
ri(t) =2cos(t)i+2j+ 2sin(t) k.

Pa er
ri(t) = —2sin(t)i+0j+ 2cos(t) k

0g

12} (£)]] = /4sin2(r) + 4 cos?(1) = 2.

Ath. ad stundum er (sin(¢))? ritad sem sin?(¢) eda jafnvel sin? ¢ og samskonar fyrir ymis
onnur algeng foll eins og cos eda tan. Vid seetlum ad nota pennan rithatt hér.
Fallid sem vid aetlum ad heilda er f(z,y,2) = 22 + 22 svo

f(r(t)) = f(2cos(t),2,2sin(t)) = 4cos®(t) + 4sin’(t) = 4.

Heildum nu

2T
/fxy, ds—/f D' ()]|dt = 4.2dt =167.
0

Stikum nu ferilinn C; med r : [0, 271] — R3,
ry(t) = 2cos(t)i+ 2cos(t)j+ 2sin(t), k.

Pa er
r(t) = —2sin(t)i — 2sin(t)j + 2 cos(t)k

0g

x5 (t)]] = \/4sm t) + 4sin?(t) + 4sin?(t) = \/4+4sin2(t) = 2\/1 + sin?(t).
Fallid sem vid tlum ad heilda er f(z,y,2) = 2% + 2% svo
f(x(t)) = f(2cos(t),2cos(t), 2sin(t)) = 4cos?(t) + 4sin’(t) = 4.

Heildum nt med hjalp reiknivélar:

2m
f(x Y, 2 ds-/f D' ()]|dt = / 4-24/1 +sin?(t) dt ~ 61.123.
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Zfing 1.4.4 Heildid fallid f(z,y,2) = ryzsin(z? + y?) eftir ferilinum sem myndast
begar halfkeiluhvelid z = 2 — /22 + y2 sker skédlina z = 22 + ¢

m Lausn Byrjum & ad stika skuroferilinn og leysum z = 2 — /2. Hér sér madur ad
aoeins z = 1 uppfyllir jéfnuna, eda, ef madur sér pad ekki getur madur fundio raetur
annarsstigs jofnunnar fyrir /= til ad fa sému nidurstodu. Yfirbordin tvo skerast s.s.
begar z = 1 og par gildir ad 22 + > = 1. Vid hofum bvi hring i planinu z = 1 og stikum
hann med

r:[0,27] — R3,r(t) = cos(t)i+sin(t)j+ k

og getum reiknad ad ||x/(¢)|| = 1.
Vid viljum nu heilda fallid f(x,vy,2) = ryzsin(z? + y?) eftir ferlinum, svo vid reiknum

f(x(t)) = f(cos(t),sin(t), 1) = cos(t) sin(t) sin(1)
Heildid er pvi
2m
[ty 2ds = [ o)l @)
C 0
2m
= /0 sin(1) cos(t) sin(t)dt
t=2m
= sin(1) B sinQ(t)]
= 0.

t=0

Petta getur madur reyndar séo beint an pess ad reikna 1ut fra tveimur mismunandi
stadreyndum.
a) Ferillinn z = 1 og 22 + 32 = 1 er samhverfur um z-4sinn. P.e. ef (z,y,2) er 4
ferlinum, pa er (—=z, y, z) pbad lika. A9 auki er fallid f(z,y, z) oddstaett um z-asinn,
b.e.
f(—.%‘, Y, Z) = f(.T, Y, Z)'
Pvi hlytur heildio af f eftir ferlinum a6 vera 0, pvi hlutinn 4 = > 0 styttist at a
moé6ti hlutanum i z < 0.
b) Ferillinn z = 1 og 22 + y?> = 1 er samhverfur um y-asinn. P.e. ef (z,y,2) er 4
ferlinum, pa er (z, —y, z) pbad lika. Ad auki er fallid f(z,y, z) oddsteett um y-dsinn,
b.e.
f(iL', -Y, Z) - f(x7y7 Z)'
Pvi hlytur heildio af f eftir ferlinum a0 vera 0, pvi hlutinn a y > 0 styttist ut a
moéti hlutanum i y < 0.
Vid munum sja morg svona deemi sidar, par sem samhverfur eru notadar til pess ad
leysa eda einfalda heildi.

Zfing 1.4.5 Latum C vera feril { R? sem er samsettur tr tveimur linustrikum;
linustriki fra (0,0,0) til (1,1,0) og linustriki fra (1,1,0) til (1,1,1). Gefid er fall
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f:R?® — R med formuilunni
f(x,y,2) = 2* + y* + xysin(2).

Reiknid ferilheildid
/ f(z,y,2)ds.
1

m Lausn Linustrikio fra (0,0,0) til (1, 1,0) stikum vido med
r:[0,1] — R® r(t)=ti+tj.
Péer r'(t)| = V2 og f(x(t)) = 2¢*.
Linustrikio fra (1,1,0) til (1,1, 1) stikum vido med
r:[0,1] — R r@t)=i+j+tk
Paer |r'(t)| =1o0g f(r(t)) =2+ sin(t).

Vio getum nu reiknad ferilheildid

/Cf(:v, y,z)ds = /01 2V/2t? dt + /01 (2 +sin(t)) dt

1 qt=1 t=1
=2V2|=¢3 2 —
\f[gt L:U + { t COS(t)L:o
2v2
= \3[+3cos(1).

Zfing 1.4.6 Latum f(x,y, z) = 2% + y? vera fall og C vera ferilinn sem myndast pbegar
sivalningshvelid 22 + y? = 9 sker skalina z = 22 + y2. Reiknid ferilheildid

/ flx,y, z)ds.
c
m Lausn Stikum ferilinn C med
r:[0,27] — R3, r(t) = 3cos(t)i+ 3sin(t)j + 9k,
ba er |¥'(t)| = 3 og vid setjum upp og reiknum heildid
b

/Cf(x,y,z)ds:/ FE@) Q)] dt_/027r9-3dt_547r.
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Vio skodum nu foll f : R™ — R™ nanar og utvikkum skilgreiningar fyrir markgildi,
samfelldni og afleidur (e. limits, continuity, derivatives). Auk pess skilgreinum vio
linulega nalgun og utgildi.

Formengi og myndmengi

Alveg eins og foll g : R — R, sem tuthluta sérhverri rauntélu x nakveemlega einni
rauntolu g(x), getur madur talad um foll f : R” — R, sem uthluta pa sérhverjum
vektor

X:(.’L‘l xro ... l’n)TERR

nakvaemlega einni rauntolu f(x) = f(x1,x2,...,x,). Oft er formengi (e. domain) f lika
takmarkad vid einhvert hlutmengi D(f) C R” og vid notumst vid formengishefdina: ef
f er gefid med formulu, pa er pad skilgreint fyrir 61l x € R™ p.a. vit sé i formulunni
f(x). T.d. er samkvaemt formengishefdinni

D(f) = {(z1,22)T €R? : 2y > 00gxy >0edax; <0ogry <0}

fyrir f(x1,22) = J/x1w2, bvi fyrir (z1,22) € D(f) er x1z2 > 0 og vid getum tekid
kvadratrétina.

Fyrir fall f med formengi6 D( f) € R™ kallast mengi allra talna f(z1,22,...,2,) fyrir
alla punkta i (21, 72,...,2,)" € D(f) myndmengi (e. codomain) f. Onnur oft notud
ord fyrir myndmengi eru bakmengi og varpmengi og formengid er lika oft kallad
skilgreiningarmengi f.

m Deemi 2.1 Fallio f(x, ) =1- % — £ hefur formengid D(f) = R? og myndmengid R. m
m Deemi 2.2 Fallid f(z,y) = /9 2 hefur formengid

D(f):{(‘;) eR?: x2+y2§9}
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og myndmengid er [0, 3]. "

Pegar vid fjollum um vektora x € R”, pa er stundum mikilveegt ad gera grein

fyrir hvort x er dalkvektor eda linuvektor, p.e. hvort

il
T T2
Xx=(x129 ... z,) €0a X=(x1 22 ... T,) =

Tn

Oft laetur madur vektora x vera dalkvektora nema annad sé tekio sérstaklega
fram. Aftur 4 méti skiptir stundum ekki miklu mali hvort vektorar eru dalk-
vektorar eda linuvektorar og madur er pa oft ekki jafn nakveemur og ritar t.d.

D(f) = {(z,y) e R? : 2% +y* <9}

i deeminu hér ad ofan 1 stad

D(f){(gyc) eR? : z2+y2§9}

einfaldlega af pvi ad bad er styttra og eetti ekki ad valda misskilningi.

2.2 Grof falla og haedarlinur

Aubdvelt er ad teikna foll f : R? — R 1 Geogebru og Matlab. Vid hofum pegar séd deemi
um notkun a Geogebru og hér a eftir sjaum vid deemi par sem Matlab er notad. Hafi
maodur ekki pennan eda sambeerilegan hugbinad vid hondina en vill sja fyrir sér fall
f(z,y) 1 brividd, er oft notast vid haedarlinur i tvividd. Heedarlinur fast meo ad teikna
ferlana C' = f(x,y) fyrir nokkur gildi & C med jofnu millibili. Ef heedarlinurnar liggja
pétt byoir pad mikla breytingu (sbr. prystilinur a4 vedurkorti).

m Demi 2.3 Fallid f : R? — R,

flx,y) = m,

sést 4 Mynd 2.1. Haedarlinurnar er haegt ad teikna med pvi ad lata % =C og

teikna ferilinn fyrir C' sem vid veljum med jofnu millibili, t.d. C = 1,2, 3, 4. I Matlab er
haegt a0 teikna haedarlinur med fallinu contour. "
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Mynd 2.1: Hér sést graf fallsins f(x,y) =

pess fyrir ofan.

4 nedri myndinni og hadarlinur

A
2422 4 y?
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Teikningarnar hér ad ofan fast med pvi ad nota eftirfarandi skipanir i Matlab:

[x,y]=meshgrid(-5:0.01:5); % hnitin (x,V)
z=—6xy./ (2+x."24+y."2); % fallgildin 1 (x,Vy)
mesh (x,vy, z) % fallid teiknad

contour (x,y,z) % hadarlinur teiknadar
Til ad merkja asana getur madur notad skipanirnar

xlabel ("x &s’)
ylabel ('y &as’)
zlabel ('z &s’)

2.3 Markgildi og samleitni

Fyrir fall f : R — R segir madur ad f(x) stefni & rauntoluna L pegar x stefnir a
rauntoluna y, ppaa. fyrir sérhvert ¢ > 0 er til 6. > 0 p.a.

0<|z—y|<d=|f(x)—L|<e,
eda med 60rum ordum: f(x) er eins nalaegt L og vera vill ef z er négu nalaegt y.

I heerri-viddum er alheefingin 4 pessu eftirfarandi:

Skilgreining 2.3.1 Fyrir fall f: R" — R segir madur ad f(x) stefni & vektorinn L
pbegar x stefnir & vektorinn y, ppaa. fyrir sérhvert € > 0 er til 6. > 0 p.a.

0<|x—yll <d. = [f(x) - L <¢,

eda med 60rum ordum: f(x) er eins nalaegt L og vera vill ef x er négu nalaegt y.

Allar reiknireglur sem vid pekkjum fyrir markgildi gilda einnig i fleiri viddum.

Regla 2.3.1 Ef f og g eru raungild f6ll ur planinu b.a.

lim z,y) =L o lim z,y) =M
(I,y)%(ayb)f( v) g (I:y)%(a:b)g( v)

og til er grennd vid (a,b) sem er i D(f) N D(g) (nema mogulega (a,b)), ba gildir ad

@)
lim (f(z,y) £g(z,y)) =L+ M,
(x,y)—(a,b)
(i1)
lim Z, X, - LM7
i oy f(z,y)g(z,y)
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(iii)

. flz,y) L
lim =_— ef M #0.
(zy)—(ab) g(x,y) M 7

Regla 2.3.1 er hér sett fram fyrir foll R> — R, en sambaerileg regla gildir fyrir
R™ — R foll. Regla 2.3.1 (i) gildir einnig fyrir foll £, g : R” — R™, m > 2, en par sem
margfoldun og deiling er ekki skilgreind fyrir vektora x,y € R™, m > 2, geta (ii) og
(iii) a0 sjalfsogou ekki gilt ef m > 2.

m Daemi 2.4 Audvelt er ad finna markgildio
lim <:cyx>:82:15.
(z,y)—(24) Yy
]

Pad sem veldur erfidleikum i heerri viddum er ad nd getur x ekki bara nalgast y fra
haegri eda vinstri, heldur koma mun fléknari leidir til greina.

m Daemi 2.5 Finnid markgildid

2zy
11m
(z,y)—(0,0) 2 4 32

Hér dugir ekki ad setja inn punktinn (0, 0) pvi fallid er ekki skilgreint 1 punktinum.
Vid préfum nu ad nalgast punktinn (0,0) eftir mismunandi leidum og sjadum hvort
markgildio verdi pad sama. Préfum fyrst ad nalgast (0,0) eftir z-4snum (p.e. y = 0),
bar er fallid f(z,y) = f(z,0) = 0 svo markgildid er

lim z,0) =0.
(z,y)—(0,0) f@,0)

Préfum nu ad nalgast (0,0) eftir y-asnum, par er fallio f(x,y) = f(0,y) = 0 svo

lim 0,y) =0.
(w7y)—>(070)f( 2

Hér geeti madur etv. freistast til ad halda ad markgildid sé til, par sem vido komum
ar tveimur mismunandi attum og fengum sama markgildid. En fallid verour ad hafa
sama markgildi sama ur hvada att vio komum. Préfum nd t.d. ad nalgast punktinn
eftir linunni y = z. Par er f(z,y) = f(z,z) svo markgildid verdour

22

lim =
(x,y)lﬂn%o,()) x2 + 22

Vid hofum pvi ad markgildid er ekki pad sama tur 6llum attum og markgildio er pvi
ekki til.
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Mynd 2.2: Hér sést graf fallsins i Daemi 2.5

m Deemi 2.6 Finnid eftirfarandi markgildi ef pad er til:
. |1, efy=2?
(m,y%liﬁo,o) fa,y) barsem f(z,y)= { 0, annars.

Lausn: Nu gildir fyrir sérhverja linu y = ax, a € R, ad

lim z,ax) =0
(z,az)—(0,0) f( )

pvi fyrir z < a er y = ax # 2%. Aftur 4 méti er skv. skilgreiningunni 4 f lika

flz,2%) =

= lim 1=1.
(z,22)—(0,0)

lim
(z,22)—(0,0)

Fallio f hefur pvi ekki markgildi i (0, 0), pratt fyrir ad vido faum sama gildid pegar
vid nalgumst (0, 0) eftir hvada linu sem er. "

Athugid ad 1 deemunum hér 4 undan purftum vio ad finna tveer mismunandi leidir ad
punktinum sem gafu mismunandi markgildi og syna par med ad markgildio sé ekki
til. Pessi adferd dugir ekki til ad syna ad markgildi sé til, enda ekki haegt ad skoda
markgildio eftir 6llum leidum. Stundum er haegt ad nota Klemmuregluna til ad syna
a0 markgildio sé til.

m Dcemi 2.7 Finnid markgildid
2,2

. -y
11m .
(z,y)—(0,0) 2 + y?

Lausn: Sjaum ad par sem
2
0< -4 <1,
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fyrir 6ll z og y er
w2y Y2
= 2% < 22,

0< =
_$2+y2 .’E2+y2 —

Par sem

lim 0 = lim 2% =0
z—0 x—0
pa er skv. Klemmureglu
22y2

()00 72 + 4%
m Daemi 2.8 Finnid markgildid
z?(y —1)?
1m — 5 -
(z,9)—(0,1) 2 + (y — 1)?

Lausn: Sjaum ad

2 (y — 1) _ (y- 1)® 2 2
< = <z
2 (y— 12 a2+ (y— 1)
og par sem
lim 0 = lim 22 =0
z—0 z—0
pa er skv. Klemmureglu
2?(y —1)°

Bl Vi
() (01) 22+ (y — 1)2

Til ad markgildio sé til parf markgildio ad vera pad sama pegar vid nalgumst
punktinn fra 6llum mogulegum leidum.

Snium okkur nud ad samfelldni. Vid hofum aodur leert ao fall g : R — R er samfellt 1
punktinum y € R ef vid getum tryggt ad |g(z) — g(y)| verdur eins litid og vid viljum ef
vid tokum x négu nalaegt y, pb.e. med pvi ad lata |z — y| > 0 vera négu litid. Petta er
svipad fyrir foll f : R" — R.

|f(x) — f(y)| verour eins litid og vid viljum ef vid tokum x négu naleegt y, b.e. med

Skilgreining 2.3.2 Vid segjum ad f sé samfellt i vektornum y ef vid getum tryggt a0
pvi ad lata ||x — y|| > 0 vera négu litid.

Pao er naudsynlegt skilyrdi en ekki neegjanlegt ao fallio f : R — R sé samfellt fall af
sérhverju z1, zs, ..., z, pegar 6llum hinum breytunum er haldié fostum. Vid sjaum
deemi um petta i naesta deemi:

m Demi 2.9 Skodum f:R? — R,

1, efx1>00ga:2>0,

f(x1,22) = {
0, annars.

Petta fall er ekki samfellt 1 (0 0)” b6 ad f(x1,0) = 0 fyrir 61l 2; € R og f(0,z2) = 0 fyrir

oll 9 € R. Vandamalio er ad f(r,r) = 1 fyrir 61l » > 0.



46 Kafli 2. Markgildi, samfelldni og afleidur

Eftirfarandi skilgreining er jafngild pvi sem vid hofum fjallad um:

Regla 2.3.2 Fallid f(z,y) er samfellt i (a,b) ef

lim  f(z,y) = f(a,b).

(z,y)—=(a,b)

Petta er pvi eins og adur; markgildid verdur ad vera til og vera jafnt fallgildinu. Skil-
greiningin fyrir f : R” — R me0d n > 2 er nakvaemlega eins.

Ef f er fall R> — R eda R?® — R ba ritar madur lika oft f(z,y) 1 stad f(z1,22) og
f(z,y,z) 1 stad f(x1,x9,x3). Pad skiptir einfaldlega engu mali hvad madur kallar
breyturnar pvi petta eru frjalsar breytur.

Fall f sem er samfellt i 6llum punktum i skilgreiningarmengi sinu er einfaldlega sagt
vera samfellt.

Afingar 2.3

Afing 2.3.1 Finnid eftirfarandi markgildi ef pao er til, eda roksty9jio ad pad sé ekki

til
2543

lim .
(@y)—@11 (z —1)2+ (y —1)3

2 .2

Afing 2.3.2 Finnid markgildid  lim (N
(29)—(0.0) T+Y

0, efr =y =0.

samfellt? m

Afing 2.3.4 Finnid markgildio eda synio ad pad sé ekki til

, sin(z? + y?)
hm ———
(@y)—(00) 22 +y2

Afing 2.3.3 Er fallid
2202
flay) = { S ef (@) #0,0),
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Hlutafleidur og heildarafleidur
Ef f : R" — R, pa skilgreinir madur hlutafleiou (e. partial derivative) f m.t.t. k-tu

breytunnar i vektor x = (x; 22 ... x,)7 € R" 4 eftirfarandi hatt
8—f(x) — lim flxy, o, ... ,xp +hyoo xy) —f(;vl,xg,...,xn).
81}; h—0 h
Onnur leid til pess ad orda petta er ad madur heldur 6llum breytunum z1, zs, .. ., z,

fostum, nema x;, og diffrar formulu fallsins m.t.t. x;.

= Daemi 2.10 Latum f : R2 — R, f(z1, 22) = e”17%2. Pd er

af 2 x 2
——(x1, 29) = w5"1*2
81‘1( 1, 2) 2
og
0 2
—(z1,x2) = 2z 20172,
afﬁz( 1,%2) 122

Afleida falls f : R — R 1 punkti a gefur okkur hver hallatala snertils vid graf fallsins
i punktinum a er. Snertill vid graf falls f : R — R i punkti a er lina sem fer 1 gegnum
punktinn (a, f(a)) og er sd lina sem nalgar graf fallsins best { ndgrenni pessa punkts.
Fyrir fall f : R2 — R getur madur talad um snertiplan i punkti (a,b), pb.e. graf
sléttu sem fer i gegnum punktinn (a, b, f(a,b)) og nalgar graf fallsins f : R? — R {
nagrenni punktsins (a, b) best allra sléttna. Hér gefa hlutafleidur fallsins f : R> — R
i punktinum (a, b) okkur hver hallinn a snertiplaninu vid graf fallsins i (a, b) er i stefnu
x—ass og stefnu y—ass.

Athugid ad
8—f :R*" — R
ox

og ekkert er pvi til fyrirstoou ad taka einhverja hlutafleiou af pessu nyja falli, t.d.

an X) — 0 8f (X) — 1 %(xl,x%---,xj‘i‘h,---,xn)_%(531,»@2,---,%'”)
Oz 0z Oz Oy, = Al h
o.s.frv.

m Daemi 2.11 Latum f: R?2 — R, f(z1, 22) = e”1%. Pd er

0

8:51 (w1, 22) = 2572,
0
—f(xl,xg) = 2x129€

mlmg
6$2 ’

o*f 4

(r1,22) = :E2€m1x§,

0% f
6x28x2

2 2
(z1,22) = 2x1"172 + dzfage™ "2,
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8:1;822(521 (x1,m2) = 2.%2636136% + 23:11'369””7%
0g
83?1281;02 (r1,22) = 2x2(3$1$g + 2x1x§e$1$3.
]
Pad er ekki tilviljun i sidasta deemi ad
0% f 0’ f
D900, (x1,22) = m(xl, x3).

Eftirfarandi regla er mjog mikilvaeg og oft gagnleg. Ath. ad pegar talad er um ad fall
f sé skilgreint i grennd punkts eda vektors x € R”, merkir ad til er ¢ > 0 p.a. f er
skilgreint & menginu

{(yeR": [x—y] <

Regla 2.4.1 Ef f : R — R og hlutafleiournar
of of

7 E an
eru skilgreindar i grennd vektorsins x € R" og

0 f
6xj6$k

er samfellt fall i grenndinni x € R", pa er

0’ f
al‘kal‘j

skilgreint i x og
2 2
o X) = o7 X).
8a;j6xk 81‘k8$]

m Deemi 2.12 Skodum f : R? — R, f(x1,22) = 31 sin(xy). P4 eru

0 .
8;(@, x9) = 3sin(x2)
0g
0
aﬂi(xl, x2) = 31 cos(x2)
skilgreind fyrir hvada vektor x = (z1 z2)” € R? sem er og
0% f
81‘18$2 (l‘l, 1‘2) =3 COS(ZCQ)
er samfellt fall. Pess vegna er
0? 0?
/ (r1,22) = 7']0(1‘1,1‘2) = 3 cos(x2)

029011  Ox10xo

fyrir 61 (z1 79)T € R?, sem er reyndar litid mal ad reikna beint t. "
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Skilgreining 2.4.1 Latum f : R” — R vera fall og gerum rad fyrir ad hlutafleidurnar

of of of

Ox1’ Oxy’ Oz,

séu allar samfelld foll 1 nagrenni x € R”. Pa er f sagt vera diffranlegt 1 x og
heildarafleidoa f i x skilgreind sem linuvektorinn

(w0 Lw o Lw).

dxy " Oxy Oy,

Madur skilgreinir oft virkjann nabla

0 0 0
V(o om )
og ritar V f(x) fyrir
af of of
(é)xl(x) %(X) a%(x)>

og talar um stigul (e. gradient) fallsins f i punktinum (eda vektornum) x.

m Doemi 2.13 Finnid stigul fallsins f : R — R, f(z,y, z) = zsin(y).
Lausn:

Vi) = (sulosin)] 5 fosin@)] 5 lesin(y)])
:<sin(y) x cos(y) O).

Stigull Vf(x) falls f : R” — R { punkti x er vektor i R” sem gefur stefnu hrodustu
breytinga a fallgildi f.
Skilgreining 2.4.2 Latum f: R® — R™ vera fall par sem

fl(arl,mg, e ,{L‘n)
f(x): fQ(,Il,CL'Q.,.--,I'n)
fm<$1,$2, ooy xn)

Fallio f er sagt vera diffranlegt i z og Df er heildarafleida fallsins f 1 vektornum
z € R", p.e. m x n-fylkid

df1 of of

(‘chl(z) Tm(z) T%(z)
DE) = | @ S e P
Do) Hog o Do

svo fremi sem allar afleidurnar sem koma fyrir i fylkinu séu samfelld foll i grennd
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Iz.

Fylkid Df er oft kallad Jacobi fylki fallsins f (e. Jacobian matrix). Oft er lika bara
talad um afleidu i stad heildarafleidu.

s Deemi 2.14 Latum f: R? — R3,

fi(z1, x2) T1 + 29
f(x) = | fa(w1,22) | = T123

f3(z1,22) sin(xg) + 2

P4 er

; (z1,22) = —x125 = 23,

8x1

2
== (x1,22) = T—x125 = 22122,
T2 8.7}2

0
71(1'1,.’132) = a—xl(sin(l'g) + 2) =0
og

—(x1,29) = i(sin(azg) +2) = cos(z2)
2 T2

Q

svo heildarafleidan er

1 2
Df(x) = Df(z1,72) := |23 27122
0 cos(z2)

Athugid ad heildarafleida falls f : R® — R er 1 x n-vigur sem er kalladur stigull
og heildarafleida falls f: R" — R er er m x n— fylki sem kallast Jacobi fylki.

Adrir ritheettir sem oft eru notadir fyrir hlutafleidur eru t.d.
0% f
6%1 8902

=0102f = 01 f = 01 f = fa1 = far.

2

Takid eftir hvernig rodin er 6fug 1 021 f, 021 f og f21 midad vid 3 o7 og 0102 f. Rit-
r10T9

hattinn f; og svipad ma natturlega einungis nota ef f er raungilt fall. Fyrir vektorgilt
f stendur f; fyrir fyrsta lid £ = (f1, f2,..., fu)? o.s.frv.

Mabdur talar um fyrstastigs hlutafleidur fyrir 0, f, annarsstigs hlutafleidur fyrir 0y, , f
o.s.frv. Ef vid erum ad skooa fallio f(z,y) ritar madur lika t.d.

or _, o1
7 Qxdy

o = fyaz, o.s.frv.
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Fjolvisar: Pegar hlutafleidur eru notadar af miklu kappi borgar sig ad nota
svokallada fjolvisa (e. multi-indices). n-vidur fjolvisir a = (a1, ag, ..., ay) er vektor
par sem stokin eru 61l heiltélur > 0. Fyrir fall f : R" — R skilgreinir madur svo

alel ¢
Df = .
/ 0x{*0xy? - - - Qap™
Hér er |a] := ag + ag + ... + o, 0g D*f merkir ad fallid f 4 ad diffra a;-sinni

m.t.t. fyrstu breytunnar z, as-sinni m.t.t. annarar breytunnar x5 o.s.frv. Ef o; = 0
a a0 diffra 0-sinnum m.t.t. breytunnar z;, p.e. pad a ekki a0 diffra m.t.t. hennar.
Pessi rithattur er einungis notadur pegar allar hlutafleiour f til og med ein-
hvers stigs k£ € N eru samfelld foll a opnu mengi U C R" og pvi skiptir r6din a
diffrununum ekki mali. Madur ritar svo C*(U) fyrir mengi allra slikra falla.

Aifingar 2.4

Afing 2.4.1 Finnid allar adrar fyrstastigs hlutafleiour fallanna

a) f(z,y) =2y +y° 2
b) g(z,y, 2) = 22e¥* — zxe™

skilgreinum
y2
F(z,y) = x?sin(y) +/ f(t)dt.
y

Reiknid
82

axayF(x,y)

Afing 2.4.3 Reiknid

ou s
— — 2 = = = _
5 bar sem u(z,y,t) = (/2% +y + cos(t)y, z(t,s) . 08 y(t,s) =5t —s.

Ath. hér parf ad nota kedjuregluna. "

Afing 2.4.4 Latum f(z,y,2) = zy?25.

Afing 2.4.2 Latum f : R? — R vera diffranlegt fall med samfelldar afleidur og
|
| a) Reiknio stigul fallsins f(z,y, 2).
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b) Vi6 skilgreinum fallio

0
% (w,2)

g(z,5,2) = [Vf(z,y, )T = Z‘g’ju,y,z)

0
87‘2;(1’7 y7 Z)

Reiknid heildarafleidu g : R? — R3.

2.5 Snertiplan og normalvigur

Ef graf fallsins z = f(x,y) er pjalt i punktinum P = (a,b, f(a,b)), b.e. ef fallid f
hefur samfelldar fyrstastigs afleidur 1 grennd punktsins, pa hefur grafid snertipl-
an og normalvigur i P. Normalvigurinn er hornréttur a graf fallsins 1 punktinum.
Snertiplanid sker y = b 1 beinni linu sem er snertill skuroferils yfirbordsins z = f(x,y)
vid planid y = b 1 punktinum P. Linan hefur hallatéluna %(a, b) og er pvi samsida
vigrinum

of

=i+ = k.
u 1—|—8x(a,b)

Med pvi a0 skoda snertilinn sem feest a skurdferli z = a vid yfirbordid faum vid med
svipudum rokum ad skurdferill yfirborodsins z = f(z,y) vid planid = a er lina sem er
samsida vigrinum

of

v=j+ g (ab)k

Normalvigur snertilplansins og bar med yfirbordsins z = f(x,y) 1 punktinum P er
vigur sem er hornréttur a pessa tvo vigra, u og v, og faest med formuilunni:

ij Kk
of 9 d
n=vxu=|0 1 5, (@ zai(a,b)i+8§(a,b)j—k.
of
1 0 %(a,b)

Snertiplanid er plan sem inniheldur punktinn P med hnit (a, b, f(a, b)) og er hornrétt
4 normalvektorinn. Pad inniheldur bvi b4 punkta (z,y, 2)7 € R? sem uppfylla

T a
n-||y| - @ = 0.
z f(a,b)

Med bvi ad setja inn i pessa jofnu formiluna fyrir n vigurinn faest svo paegilegri
formula fyrir snertiplaninu:

z= f(a,b) + gi(a,b)(x —a)+ gz(a, b)(y —b).
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z-axis

y-axis

x-axis

Mynd 2.3: Graf fallsins f(z,y) =9 = 22 — y2. A eftir myundinni sjaum vid snertla vid
yfirbordio 1 (1, 1) 1 x- og y- stefnu. A nedri myndinni sjdum vio ad auki snertiplan viod
yfirbordid i punktinum.

m Dcemi 2.15 Finnum snertiplan fyrir fallid

f:R? — R, f(x,y)=sin(zy)
i(a,b) = (35,—-1).
Lausn: Reiknum fyrst hlutafleidurnar

g—i(w, y) = ycos(zy), g—;(% y) = x cos(zy)

SvVo

of =« 1 of m oo T B V3



2.6

54 Kafli 2. Markgildi, samfelldni og afleidur

Pbvi er snertiplanid gefid med jofnunni

™

(y+1).

Linuleg ndigun

Vid rifjum upp ad besta linulega nalgun vio graf fallsins g : R — R 1 n4grenni z € R,
ef g er diffranlegt i z, er

y(x) =g'(2)(@ — 2) + g(2).

Petta er svipad i haerri viddum.

Regla 2.6.1 Besta linulega nalgun vid graf fallsins f : R — R i nagrenni z € R" er

y(x) = [Vf(2)](x - 2) + f(z)

Hér er gert rad fyrir ad f sé diffranlegt i z.

Ath. ad x og z eru dalkvektorar og V f(z) er linuvektor og 1 x 1-fylkid [V f(z)|(x — z)
er tulkad sem rauntala.

Pad er svolitid ruglandi, sérstaklega i haerri viddum, ao fallio y : R* — R sé
kallad linleg nalgun, pvi fallid y er ekki linulegt. P.e. almennt er

y(ax + bz) # ay(x) + by(z).

Aftur a moéti er audvelt ad ganga ur skugga um ao fallid x — y(x) — a, par sem
a = f(z), sé linulegt. Foll y : R® — R b.a. til er tala a svo x — y(x) — a er linulegt
kallast vildarfoll eda linufoll (e. affine functions).

m Doemi 2.16 Latum f : R2 — R, f(z1,22) = €17, g € R. Reiknid bestu linulegu
ndlgun vid f { nagrenni punktsins x = (2 3)7".

Lausn: Heildarafleida f i x = (21 22)” er

0 0
Vf(r1,29) = (8i($1a$2) 652(5517562)) = (amgemlmg 2%19626”1“%)
og besta linulega nalgunin vid f { nagrenni (2 3)” er gefin med

-2

Tro — 3
_ gelse (9 12) (zl - 3) 4 ol8a
y —

Athugid ad fyrir fall f : R?> — R er linulega nalgunin 1 (a,b) snertiplanid {
punktinum.
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Fall f: R® — R™ er peegilegast a0 lita 4 sem samantekt af m follum f; : R* — R,
i=1,2,...,m. P.e. fyrir sérhvern vektor x = (z1 z3 ... z,)7 € R" er

f1(x) fi(zr,22,...,2n)
£y, oo, ) = £(x) = f2EX) _ f2(331,$2.,---,$n)
fm(X> fm(xl,xg,...,xn)

Mabdur feitletrar oft foll R” — R™ til pbess ad 1jost sé a0 f(x) sé vektor (dalkvektor).
Nu er, fyrir sérhvert i = 1,2, ..., m, besta linulega nalgunin vio fallid f; : R” — R™ i
nagrenni z € R" fallid

y(x) := [Vfi(2)](x — z) + fi(z).
Besta linulega nalgunin vio fallid f : R® — R™ { nagrenni z € R™ hlytur na lika ad
vera fall y : R® — R™. P.e.

yl(x) yl(ﬂfl,l’g,...,l'n)
y2(x) Y2 (w1, 72, ..., Tn)
y($1,$2,...,$n):y(X): : = .
ym(X) ym(ml,ZEQ,...,.Tn)
par sem y1, %2, ..., ym eru linuleg f6ll R — R. P.e. y; er besta linulega nalgunin vio

f1, y2 er besta linulega nalgunin vid f5 o.s.frv. En pa hlytur

yi(x) = [Vfi(z)](x — 2) + fi(2)

Il — 21

_(9fi ofi Afi > T2 22 .

== <81‘1 z 8$2(Z) 8.’En(Z) +fZ(Z17227”'7Zn)
Tn — Zn

SVOo
y(x) = [Df(z)](x — z) + f(z),

par sem Df er heildarafleioan af f i vektornum z € R"”, pb.e. m x n-fylkiod

df1 df df
ale(Z) 87;2(2) T aTcn(z)
0 0 0
DE) = | 522 2@ - P
8fni 8f77; 8f77;
Tm(z) TCCQ(Z) T oz, (z)

Eins og adur hefur komio fram er fylkio Df kallad Jacobi-fylki fallsins f (e. Jacobian
matrix).

Almennt fyrir sérhvert fall f : R* — R™ sem er diffranlegt i z € R™ getum vid pvi
skilgreint linulega nalgun y : R® — R™ 4 eftirfarandi hatt:
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Regla 2.6.2 Besta linulega nalgunin vid f: R” — R™ i nagrenni z € R"” er gefin med
y(x) = [Df(z)|(x — z) + f(z),

par sem Df er heildarafleida f.

Athugid ad linulega nalgunin y(x) er gott mat a gildid f(x) ef x er naleegt z, b.e. ef
|Ix — z|| er litid. Nanar gildir

LIyl

x>z |x -z
mDemi2.17 Latum f: R" — R vera diffranlegt fall. Hvada viddir hefur Jacobi-fylki

Df fallsins £?
Lausn: Viddirnar m x n. [

m Deemi 2.18 Latum f: R3 — R?,

f(ﬁ/jl,fL‘g,x?)) — (fl(xl,l?,l’?))) _ (%1 Sin(q,‘lx2)>

fa(z1, 72, 23) T173
vera fall. Reiknid heildarafleidu f sem fall af x € R? og bestu linulegu nalgun vid f {
nagrenni (7 1 2)7 € R3.
Lausn: Vio reiknum fyrst stigla fallanna f; og fo,
V fi(z1, 22, x3) = (sin(z122) + z122 sin(z122), z? cos(z29), 0)

og
Vfa(x1, 22, 23) = (23, 0, 1).
Heildarafleida fi x € R? er pa 2 x 3-fylkid

[V i(x1,xe,x3)\  [sin(zixg) + x122 cos(z1x2) r?2 cos(x1w2) 0
Df(xl’m’x?))_(Vf2($1,$2,1‘3) B 3 0 x1)”

Nu er

Df(r,1,2) = (Sin(ﬂ 1) +7;' lcos(m-1) m? coso(7r 1) 0) _ (—71’ 2 O)

f(r,1,2) = (”i:(j;' 1)) _ (;;)

Y 0
y(x1, 20, 23) = [Df(7,1,2)](x— (7, 1,2)T) +£(7,1,2) = ( 5 0 7r> zo— 1|+ <27r>

0g

Svo

er besta linulega nalgunin vid f { ndgrenni (7 1 2)7. .

m Daemi 2.19 Latum f : R — R vera diffranlegt fall. Hver er heildarafleida f?

Lausn: f er fall R' — R! svo heildarafleidan er 1 x 1-fylki.
0
Di(en) = () = (£an).

Petta pyoir einfaldlega ad heildarafleida falls f : R — R er ekkert annad en ,,venju-
lega“ afleidan, pvi madur gerir sjaldnast greinarmun a 1 x 1-fylki og rauntolu. "
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Stefnuafleidur

Pegar vio finnum hlutafleidur fallsins f : R — R erum vid a0 finna breytingu fallsins
f 1 stefnu z- og y-ass. Vid getum fundio breytingu fallsins 1 hvada stefnu sem er, med
pvi ad reikna 1t stefnuafleiouna (e. directional derivative).

Regla 2.7.1 Latum f vera diffranlegt fall i (a,b) og latum w = i + vj vera ein-
ingarvektor, b.e. |ju|| = 1. Pa er stefnuafleida f i (a,b) 1 stefnu vektorsins u gefin
sem

Dyuf(a,b) =u-Vf(a,b).

Hér erum vid s.s. a0 finna pann patt V f(a, b) sem er i stefnu vigursins u.

m Doemi 2.20 Reiknum stefnuafleidu fallsins f(z,y) = 2%y { punktinum (a, b) { stefnu
vigursins i og stefnu vigursins j.
Lausn: Nu er

Vi(z,y) = 2zy3i+ 32%y%j

svo stefnuafleida fallsins 1 stefnu i er

Dif(a,b) = §-Vf(a,b) = 2a* = 2 (a1)
og stefnuafleida fallsins i stefnu j er
. 2,2 Of
Djf(a,b) =j-Vf(a,b) = 3a"b za—y(a,b).
Pessi nidurstada eetti ekki ad koma a évart. "

Pabd er svolitid onakvaemt ad skrifa ad

Vf(z,y) =2y’ i+ 32°y%j

i deeminu hér ad ofan, pvi Vf(z,y) er linuvektor en i og j eru dalkvektorar.
Réttara veeri pvi a0 skrifa

Vi(x,y) = 22y® i’ +32%y°§"

eda
[Vf(z,y)" =22y i+ 32°y°].

Par sem vid tokum sidar depilfeldi V f(x, y) skiptir bad ekki mali i pessu deemi
og par sem petta er oft gert gerum vid pad lika. Aftur 4 méti mundum vid lenda
i vandreedum ef vid reyndum ad nota pessa formulu i linulegu nalguninni, pvi
margfeldi tveggja vektora i R™, n > 2, er ekki skilgreint og naudsynlegt er ao sa
fyrri1 sé linuvektor, b.e. af gerdinni R1X", og s4 sidari dalkvektor, b.e. af gerdinni
R™*,

m Deemi 2.21 Finnum stefnuafleidu fallsins f(z,y) = y* +2xy3 +2%y? { punktinum (0, 1)
i stefnu vektorsins u =i — 2j.
Lausn: Nu er

Vf(xy) = (29 + 20y i+ (4y° + 62y” + 22%y) j
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svo 1 punktinum (0, 1) héfum vid
Vi0,1)=2i+4]j
Finnum nd einingarvigur v i stefnu u med v = u/||u|| og reiknum stefnuafleidouna

i—2j c s

2-8_ -6
NG

Skodum adeins betur hvad stefnuafleidan merkir. Latum f : R” — R vera diffranlegt
ix € R" og latum y € R" vera einhvern vektor. Vid reiknum markgildid

i L 1Y) — ()
h—0 h

med pvi ad nota Kedjuregluna, sem vid fjollum nanar um i nsesta undirkafla.
Skilgreinum fyrst fallio g : R — R”, g(¢t) = x + ty. Paer

i PR =0y, S8~ SE0) _ (7 gy

og samkvaemt Kedjureglunni er

(f o 8)(0) = [Df(g(0))][Dg(0)].
Nuer g(0) =x, Df(z) = Vf(z) og Dg(t) =y fyrir 6ll t € R svo
f(x+hy) - f(x)

lim Y — (fog)(0)
— Vi®)ly

Y1

_(of . of of v

- (2w fw o L) |

Yn

Par sem [V f(x)]y = [Vf(x)] -y sjdum vid a0 fyrir einingarvigur u er

Dufe) = tim L5101

Sem sagt er Dy, f(x) afleidan af f i stefnu einingarvigursins u.

Kedjureglan, almenn Gtgdéfa

Rifjum fyrst um Kedjuregluna fyrir f6ll R — R. Ef f : R — R er diffranlegtiac € R
og g : R — R er diffranlegt i f(a), paer fallido go f : R — R, (g o f)(z) := g(f(x))
diffranlegt 1 a og (g o f)'(a) = ¢'(f(a)) - f'(a).

Skodum naest Kedjuregluna i einfaldri mynd fyrir foll f : R> — R. Latum f vera fall
af z og y, sem hefur samfelldar fyrstu afleidur, og latum z og y vera foll af ¢, pa er

afleida f m.t.t. ¢
df _Ofdx Ofdy

dt‘%dt+§ydt'
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Oft mundi madur lika skilja % sem

o1 _0f0x  ofdy

ot  Ox ot 0Oy ot’

par sem madur litur svo 4 ad f(z,y) = f(z(t),y(t)) = g(t) sé fall af t. Petta er samt
ekki 6tviraett og setti maodur ao foroast slikan rithatt!

m Dcemi 2.22 Gefio er fallid

2(z,y) = sin(2?y),

par sem
2 2 1
x(s,t) = st® og y(s,t) =s"+ 7
Reiknid
dz
ds’
Lausn:

dz_@zda: 8zdy_ 9 9 2 /9
g_%a-ka—y%_%cycos(x y) - t* 4+ x° cos(zy) - 2s

Munurinn a
dz 0z

a %% o
Ef z = z(t), b.e. z er bara fall af einni breytu sem vid kollum ¢, pa er enginn
munur. Ef z = z(z,t), bar sem z er 6had ¢, pba er heldur enginn munur. Ef
aftur 4 méti « = z(¢) er fall af ¢ pa er munur. Meod 0z er meint ad pad eigi ad

diffra m.t.t. breytunnar ¢, b.e. breytu nr. 2 i inntaki z = z(x,t). Pess vegna er

rithatturinn 0,z eiginlega betri 1 pessu tilfelli p6 ad maodur riti mjog oft % Meint

er a0 pad eigi ad baeta h vid breytu nr. 2 i markgildinu

0z _ 0z o 2(z(t), 4+ h) — 2(2(2),t)
E(:U’t) = a(w(t},t) = }lg% Y .

bad ad x = x(t) sé lika fall af ¢ skiptir ekki mali. Aftur 4 méti pyoir % ad pad a ad

baeta h vio t allstadar par sem pad kemur fyrir i markgildinu

dz _dz o 2Z(z(t+h),t+ h) — 2(x(t),t)
%(m,t) = %(z‘(t),t) = }lgr(l) : :

Med almennu Kegjureglunni, sem vid sjaum betur sidar, faest svo

dz 0z ox 0z
% (@(t), 1) = o= (@(0), 1) o () + o= (1), )

og nidurstadan 1 almennt ekki st sama og fyrir %(m(t), t).
Ef z = z(x,y), bar sem = = z(t) og y = y(t), er ekki augljost hvad madur a vid

. ix o O .
med 8_? bviiz = z(x,y) er ekkert ¢t. Hér 4 eftir munum vid tulka a—'tz sem afleiou
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f(t) = z(x(t),y(t)) m.t.t. ¢, og ba er, pvi enginn munur er 4 2—‘7; og % af pvi ad f er

bara fall af einni breytu sem vio kollum ¢,

0z _dz _0z0x  0z0y

o5t di Gmor  oyot

m Daemi 2.23 Notid Keodjuregluna til ad reikna hlutafleiduna % fyrir fallio z, sem er
fall af u, v og r, par sem u og v eru f6ll af z, y og r og r er fall af x og .

Lausn: Teiknum tré eins og 4 Mynd 2.4 par sem sést hvernig breyturnar eru hadar
hver annarri. Pa verour ljést ad hlutafleidan er

0z 0z0u Oz0udr 9Oz0v 0zdvor 0zOJOr

%_%%+8u8rax+%%+8v8rax+a%'

“
u Vv r
X y r X y r ! y
X y X ¥

Mynd 2.4: Hér er tré sem synir hvernig breyturnar eru hadar.

Skodum nd almennu utgafuna af Kedjureglunni fyrir 61l £: R* — R™ og g : R™ —
RP. Ef f er diffranlegt i a € R” og g er diffranlegt 1 f(a) € R™, b4 er samskeytta fallid

gof:R" — R, (gof)(x) =g(f(x))
diffranlegt i a € R" og heildarafleidan er
[D(gof)|(a) = [Dg(f(a))][Df(a)].
Ath. Dg(f(a)) er p x m-fylki og Df(a) er m x n-fylki svo [Dg(f(a))][Df(a)] er p x n-fylki.

mDeemi2.24 Latum f: R — R? og g : R> — R? vera foll,
_(h@)\ _ [
f(t) = <f2(t) “lt+o

gz, 22)) (2122
g(ml,:@) B (92(151,1’2)) B ( l‘% >

0g
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P4 er Jacobi fylki fi¢

DE(t) = (2175)

og Jacobi fylki g1 x = (21 22)7 € R? er
Dg(x) = Dg(x1,22) = (2"" f;) .
Samskeytta vérpunin g o f: R — R? er gefin med formuilunni
(gof)(t) = <91(f1 (t), f2(t))> _ (fl(t)f (5)) _ (tz(t2+22)
92(f1(t), f2(1)) (f1(2)) (%)
Vio reiknum na Jacobi fylki go fit € R.

Lausn 1: Vid btium til samskeytta fallid

(o f)(t) - (t3 jft?) ,

diffrum pad og faum

D(gof)(1) - (3’524;2 4t> .

Lausn 2: Vio notum Kedjuregluna

[D(g o 1)|(t) = Dg(f(t)) DE(t) =
<f2 f1(75> < )
25h(t) 0
(t+2 ) (2t
22 o)1
(3t + 4t
S\ oa )
m Demi 2.25 Latum f: R? — R? og g : R> — R? vera foll,

f(;l’,'l, o, x3> _ <x1 - Iy - x3>

t), f2(t)) DE(t)

exp(z3)

0g

LT3

g(z1,12) = <Sin(x21 §x2)> -

Reiknum heildarafleidu gof: R? — R?{ (7 1 0)7 € R3.

£(r,1,0) = <Z};p1(6§)> = <(1)> :

Lausn: Nu er

)=

3 4+ 2t2
t4

) |
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Ig T3 T1-T3 T1-T2
Df(xl,.%'g,xg) = ( )

0 0 exp(x3)

og ba
1.0 -0 w1 0 0 =«
Df(”’“”‘( 0 0 exp(o)> - (0 0 1)
og
I9 COS\X1 - T2 X1 COS(X1 - T2
Dg(xy,12) = ( 215193% ) 290(%@ )> .
Einnig er

B _ (lcos(0-1) Ocos(0-1)\ (1 0
Heildarafleida go f: R? — R?1 (7 10)T € R3 er b4

[D(gof)](w,l,o):[Dg(f(ﬂa170))][Df(77>170)]:(é 8) (8 8 717>:<8 8 g)

Afingar 2.8

Afing 2.8.1 Gefid er fallid f: R? — R?,

x
f(z,9,2) = ( +y222>

g1, 2) = (sin(mﬂ) ‘

21’2

og fallid g : R? — R?,

a) Reiknid Jacobi-fylki f(z, y, z).
b) Reiknid Jacobi-fylki g(z1, z3).
c) Reiknid Jacobi-fylki fallsins g o f, ef pad er heegt.
d) Reiknid Jacobi-fylki fallsins fo g, ef pad er haegt.

Afing 2.8.2 Latum f: R? — R? og g : R?> — R vera f6ll gefin med formilunum

1T
f(z1,22) = ( Sm(lexl.iz) ) og  g(z1,72) = x1 - T2.

a) Reiknid heildarafleidu f sem fall af x.

b) Reiknid Df(3,2).

¢) Reiknid bestu linulegu nalgun y : R? —; R? vid fallid f i nagrenni (3 2)7.
d) Reiknid heildarafleiou g sem fall af x.

e) Reiknid formulu (g o f)(x) = g(f(z1, x2)).
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f) Reiknid heildarafleiou g o f sem fall af x.
g) Reiknid heildarafleidu g o £1 (3 2)7.
h) Reiknid bestu linulegu nélgun 5 : R? —; R vid fallid g o f1 nagrenni (3 2)7.

Afing 2.8.3 Gefio er fall
73

f(x,y):m

og punktur (1, 2) i planinu. Verkefnid er ao:

a) Finna stigul fallsins (e. gradient) 1 punktinum.

b) Finna jofnu snertiplans (e. tangent plane) vid graf yfirbordsins z = f(z,y) i
punktinum.

c¢) Stika ferilinn sem myndast pegar planio = 1 sker yfirboro6id og ferilinn sem
myndast pegar planid y = 2 sker yfirbor0id z = f(z,y).

d) Finna snertla vio ferlana tvo ur (c)-1i0 1 punktinum.

e) Finna stefnuafleidu fallsins 1 stefnu vigursins u = (—1,2)7 1 punktinum.

f) Teikna betta allt i Matlab og skoda fra 6llum kontum.

2.9 Utgildi falla i R"

Ef g : R — R er diffranlegt fall, pa segir madur ad ¢ hafi dtgildi i z € R ef ¢'(z) = 0.
Einnig vitum vi6 ad 61l stadbundin hagildi og stadbundin laggildi g eru 1 utgildum.
Fyrir diffranleg f6ll f : R — R er petta mjog svipad. Vid té6lum um ad f hafi utgildi i
x e R"ef Df(x) = Vf(x) = 0. Til ad greina hvort um hégildi, 1aggildi eda s6dulpunkt
er a0 raeda notum vid eftirfarandi reglu:

Regla 2.9.1 Heildarafleida f i x € R" er
Df(x) =Vf(x) = (Lx) 2Lx - ZLx)

og onnur afleida f i x € R™ er gefin med Hesse-fylki (e. Hessian matrix) f i x € R",

of O f O f *f
va(x) 0x10x1 - 0x9011 - 02,011 (x
af 0% f 0% f 0% f
_ | v=2l _ .
H = 81‘2 (X) - 83}18.%'2 (X) 63328.%’2 (X) 8a:n8m2 (X)
of 92 f 9? f ' 0? f
V—(x .
O0zn, =) 0x10z, S 0x20x, ) 0z, 0xy, (x)

Ef annarsstigs hlutafleidurnar eru samfelld f6ll pa gildir ad

0 f O f o
0z;0x; x) = Ox;0z; (x) fyrirollij=12,...,n,
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og Hesse-fylkid er b4 samhverft, p.e. H” = H, og hefur bvi rauntslu eigingildi. N4
gildir fyrir 6ll x € R” b.a. f hefur utgildii x € R", p.e. Vf(x) = 0:

(i) Ef Hesse-fylki f 1 x hefur o6ll eigingildi > 0, pa hefur f stadbundio laggildi i x.
(ii) Ef Hesse-fylki f 1 x hefur 61l eigingildi < 0, pa hefur f stadbundid hagildi 1 x.
(iii) Ef Hesse-fylki f 1 x hefur a.m.k. eitt eigingildi < 0 og a.m.k. eitt eigingildi > 0,

pa hefur f hvorki stadbundid hégildi né stadbundid laggildi i x. I pessu tilfelli
er x kallad s6dulpunktur (e. saddle point) f; sja Mynd 2.5.

Athugid ad ef ekkert af skilyrounum i (i), (ii) og (iii) eru uppfyllt gefur Regla 2.9.1
okkur engar upplysingar.

Adeins nakveemar um utgildi: Ef g hefur stadbundid hagildi i z € R, p.e.
g(z) > g(y) fyrir 6ll y € R p.a. |z — y| < e fyrir eitthvert ¢ > 0, eda g hefur
stadbundio laggildi i © € R, b.e. g(z) < g(y) fyrir6ll y € R b.a. |z —y| < ¢
fyrir eitthvert ¢ > 0, ad pa er x naudsynlega tutgildi g. Nu vitum vio lika, a0 ef
g : R — R hefur utgildi i z € R og ¢"(x) > 0, ad pa hefur g laggildi i = og ef
g"(x) < 0 ad ba hefur g hagildi i x. Petta leidir af pvi ad

1

Py(9) = 9(z) + 9/ @)y — ) + 36" @)y~ ) = (&) + 29" (@) ~ o)

er su annarsstigs marglida sem lysir fallinu g i nagrenni z € R best.

Petta er mjog svipad fyrir foll f : R — R. Maour segir ad f hafi utgildii x € R”
ef Df(x) = Vf(x) = 0. Ef f hefur stadbundio hagildi i x € R", b.e. f(x) > f(y)
fyrir 6ll y € R” p.a. ||x — y|| < ¢ fyrir eitthvert ¢ > 0, eda f hefur stadbundid
laggildiix € R”, b.e. f(x) < f(y) fyrir 61l y € R" b.a. |x — y|| < ¢ fyrir eitthvert
e > 0, ad ba er x € R™ naudsynlega ttgildi. Onnur afleida f 1 x er fylki en ekki tala,
svokallad Hesse-fylki sem vid taknum med H € R"*". Su annarsstigs marglida
sem lysir fallinu f best i nagrenni x er nu gefin med formulunni

Py(y) = F(®) + [V )y ~ %)+ 3 (v ~ 0 H(y ~ %)

og maodur parf ad skoda eigingildi H pess til pess ad greina hvort um hagildi eda
laggildi er ad reda. Astadan fyrir pessu er i gréfum drattum sd ad ef A € R er
eigingildi H pa getum vid valid y € R" p.a. z := y — x sé eiginvektor H m.t.t.
eigingildisins \ og pa er

Pi(y) — f(x) =2z' Hz = z" (\z) = \z'z = \||z|*.

Par sem til er hornréttur grunnur fyrir R® sem samanstendur af eiginvigrum
H feest ad ef 61l eigingildin eru > 0, pa er x laggildi, og ef 61l eru < 0, pa er x
hagildi. Einnig baetist nyr moguleiki vio ef sum eigingildin eru < 0 og sum eru
> 0, nefnilega sa a0 x sé svokalladur s6oulpunktur.
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Mynd 2.5: Graf fallsins f(z,y) = 22 — 3. Petta fall hefur s6dulpunkt i nulli; eftir
z-asnum hefur pad laggildi og eftir y-4snum hefur pad hagildi.

m Deemi 2.26 Latum f:R? — R, f(z,y) = 2% +¢%. Péer

Vf(x,y) = (21'7 2y)

svo f hefur utgildi 1 ndkveemlega einum vektor x € R?, nefnilega (z ) = (0 0)7.
Hesse-fylki f 1 (0 0)T er
20

H=1¢ o

og Hesse-fylkid hefur eitt eigingildi A = 2 > 0. Pess vegna hefur f stadbundio laggildi
i(00)T. .

m Deemi2.27 Latum f:R? — R, f(x,y) =1 — 22 —y% Paer

svo f hefur utgildi 1 ndkveemlega einum vektor x € R?, nefnilega (x )T = (0 0)7.
Hesse-fylki f 1 (0 0)7 er
-2 0

H=1{¢ _9

og Hesse-fylkid hefur eitt eigingildi A\ = —2 < 0. Pess vegna hefur f stadbundio hagildi
i(00)T. "

m Doemi2.28 Latum f:R? — R, f(x,y) = 2> —y% Péer

Vf(:v,y) = (2337 _2y)
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svo f hefur tutgildi 1 ndkveemlega einum vektor x € R?, nefnilega (z y)” = (0 0)7.
Hesse-fylki f 1 (0 0)” er
2 0

og Hesse-fylkid hefur tvo eigingildi A\; = 2 > 0 og Ay = —2 < 0. Pess vegna hefur f
sodulpunkt i (0 0)7, sja Mynd 2.5. .

Afhverju skildi nallpunkturinn i sidasta deemi vera kalladur s6dulpunktur (ath. s6oull
merkir hnakkur)?

m Doemi2.29 Latum f: R? — R, f(x,y) = 223 — 62y + 3y>. Finnid ttgildi fallsins f og
flokkid pau.
Launs: Nd er

Vf(z,y) = (62° — 6y, —6z + 6y)

svo f hefur tutgildi ndkvsemlega ba pegar 622 = 6y og 62 = 6y, p.e. 1 ndkveemlega
tveimur vektorum x € R?, nefnilega (x y)* = (0 0)” og (z )T = (1 1)*. Hesse-fylki f {

(zy)T er
12z —6
)

0 -6
sem hefur eigingildin \; = 3 +3v5 > 0 0g A2 = 3 — 3v/5 < 0. Pess vegna hefur f
sodulpunkt 1 (0 0)7.

12 -6

sem hefur eigingildin A\ = 9+ 3v5 > 0 0og Ao = 9 — 35 > 0. Pess vegna hefur f
stadbundid laggildi 1 (1 1)7. .

Nt er Hesse-fylkid 1 (0 0)7

Hesse-fylkido 1 (1 1)7 er

m Daemi 2.30 Rimmal kassa med hlidarlengdir z, y og z er gefid med V(z,y, z) = zyz
og samanlagt flatarmal hlida hans er

S(z,y,z) =xy + 22z + 2yz

ef hann hefur ekki lok. Latid rammalid vera fast V(z,y,z) = zyz = V og reiknid ut
minnsta flatarmalid.

Launs: Vid byrjum a ad sja ad vid getum losad okkur vid eina breytu, t.d. z, med pvi
ad nota ad zyz =V, b.e. z = V/(zy). Pa er flatarmalid

2V 2V
flx,y) =ay + — + —.
y X

Finnum utgildi f,
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sem er nullvektorinn ppaa.
2V
Y= 22 g r= ?,
sem er uppfyllt ef
0=2V -2V =2y — ay* = ay(z — y),

p.e. x = y verodur ad gilda, pvi vio hofum ekki ahuga a t =0o0g y = 0. En pa er

_2V

r=y 5

T
svo x = v/2V og b4 lika y = v/2V. Hesse-fylkid er
4V

3 1
H= n%
1 3

Yy

svoixz =y =2V er pa

Eigingildin eru reetur

=(A=27—(-1)>=X—4\+3

A—2 -1
-1 Xx-2

svo H hefur eigingildin \; = (4+/16 —12)/2=3>00g A2 = (4—/16 — 12)/2=1 > 0.
Pvi hefur f stadbundid laggildi i (v/2V, v/2V)T og bad er

FVRV3V) = V3V V2V + oo+ e = (Vi VTRV

sem er pa minnsta flatarmalid fyrir rammalid V. "

Afingar 2.9

Afing 2.9.1 Finnio oll utgildi fallsins
fla,y) = 2° =y + 2ay
og greinid hvort um stadbundid hagildi, stadbundid laggildi eda s6oulpunkt er ad

reeda. n

Afing 2.9.2 Skoodum fallid
f(z,y) = ye~ @2,

a) Finnid snertiplan fallsins i punktinum (-1, 1). Skrifid planio 4 forminu

Az + By +Cz=D.
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I b) Finnid tvo punkta (a,b) par sem snertiplan fallsins er larétt.

flz,y) = 213 — 6xy + 3y2

og greinid hvort um stadbundid hagildi, stadbundio laggildi eda s60ulpunkt er ad
raeda. =

Afing 2.9.4 Synio ao fallid

4

| Afing 2.9.3 Finnid 61l ttgildi fallsins
| fz,y,2) =dzyz —z* —y* — 2

hafi stadbundid hagildii (1,1,1). "

Afing 2.9.5 Hamarkid fallid f(z,y, z) = zy?>2* undir beim skordum ad z,y, z > 0 og
T +y+z=30. m

w42+ 22 <1

Abending: Ef (20, Y0, 20) eru einn hornpunktur kassans med steersta raimmalsins er
ekki erfitt ad sja a0 rummalid er

V' = (220)(2y0)(220) = 8z0yoz0

og ad
g+ Yo + 20 = 1.

Nu er haegt ad losa sig vid eina breytu og finna utgildi. "

Afing 2.9.7 Reiknid steersta mogulega rammal kassa sem koma ma inn i sporvéluna
(e. ellipsoid)

22 2R

ZTE @

‘ Afing 2.9.6 Reiknid steersta mogulega rammal kassa sem koma ma inn i kdlu
| Abending: Ekki 6svipad sidasta demi, bara erfidara. =
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Lausnir & véldum dcemum
Afing 2.3.1 Finnio eftirfarandi markgildi ef bad er til, eda roksty0jid ad pad sé ekki til
5,3
lim Qm y 3
(zy)—(1,1) (z —1)2+ (y — 1)

m Lausn Latum

Flany) = —— 2 og 9ly) = f(1L,y) = —~-
’ (x =12+ (@y—-1)3 ’ (y—1)3

Nu er

. Y3

lim = —00

y—>1- (y — 1)3
en
y3

yi{Ii+ (y—13
Sem gefur okkur tvé mismunandi markgildi, svo markgildio
By

lim
(@y)—@1) (x—1)2 4 (y — 1)3

er ekki til.

Zfing 2.8.1 Gefid er fallid f: R? — R?,

T
f(x,y7z) = (;E _|_y2z2>

og fallid g : R? — R?,

a) Reiknid Jacobi-fylki f(x, y, 2).
b) Reiknid Jacobi-fylki g(z1,z2).
¢) Reiknid Jacobi-fylki fallsins g o f, ef pad er haegt.
d) Reiknid Jacobi-fylki fallsins fo g, ef pad er haegt.

m Lausn a)
y = 0
Df(x,y,z>=<1 5 4Z>

Dg(z1,22) = (Coséml) g)

c¢) Vio getum buid til samskeytta fallio

b)

(g0 H)(x) = (X)) = gloy. v+ 227) = (2(8;“f2y§2))
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og diffrad pad svo

D(gof)](x) = (y COSQ(ﬂCy) xcoz(g;y) 80Z> '

Annar moguleiki er ad nota Kedjuregluna beint og reikna

Dg(f(x)) Df(x) = (COSE)@“?J) g) (?i g 402) _ (ycoz(xy) xcoz(xy) 802> |

d) Ekki haegt, varpmengi g er R? en formengi f er R?, svo samskeytta fallid fo g er
ekki til og pvi ekki haegt ad finna afleidu pess.

Afing 2.9.1 Finnio 6l utgildi fallsins

fla,y) = a® — o + 2ay
og greinid hvort um stadbundio hagildi, stadbundio laggildi eda s6dulpunkt er ad raeda.

mLausn Byrjum 4 ad diffra f til ad finna stigul fallsins V f(z,y) = (322 +2y, —2y+2z).
Nu gefur Vf(z,y) = 0 okkur tveer jofnur:

322 4+2y=0
—2y+2x=0
Seinni jafnan gefur okkur z = y og st fyrrapd adz =y =0edaz =y = —3. Vid

hofum pvi 2 mogulega utgildispunkta. Vido reiknum na Hesse-fylkid.

2 2
o-f < o°f x)
(93:183:1 8%’28561 61 )
H(z,y) = =<2 _2>.
o’ f (x) O f <
a$183}2 833281‘2
Eigingildi fylkisins
0o 2
eru raetur
)\ —2 o 2 2
‘_2 A2 =AA+2)—(-2)*=X+2\—-4
sem eru ,
_ \/i
A= 2+ 22 4-(=4) = —14+v5>0
0og

—2— /22— 1. (-4
Ay = 5 ) s
Par sem eigingildin hafa sitthvort formerkid er (0,0) s6dulpunktur.
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Fylkio
-4 2
eru ratur
A4+4 =2 2 \2
‘ 9 42 =A+4)AN+2)—(-2)*=X*"+61+4
sem eru
— V62 —4.4
A= 6+ g =-3+v5<0
0og
—6—-v62—-4.4
)\2: 5 :—3—\/5<0.

Par sem baedi eigingildin eru neikvaed er (—2/3, —2/3) stadbundid hagildi.

Afing 2.9.2 Skodum fallio
fla,y) = ye 2,
a) Finnid snertiplan fallsins i punktinum (—1, 1). Skrifid planid 4 forminu
Ax+ By+ Cz=D.

b) Finnid tvo punkta (a,b) par sem snertiplan fallsins er larétt.

m Lausn a) Fallgildid 1 punktinum er f(—1,1) = e~!. Finnum stigul fallsins
Vi) = (—aye CTHOR AR )
sem 1 punktinum (—1,1) er
Vi(-1,1)= (7! 0).
Jafna snertiplansins er pa
z=el+el(r+1) semmaritasem z—ez=—2.
b) Snertiplanio er larétt fyrir bau (z,y) bar sem stigull fallsins er = 0. Vid sjaum ad

e~ (@ +7)/2(1 — y2) = 0 pegar y = +1 og ba er —zye @ 1¥*)/2 = ( adeins pegar z = 0.
Vio faum pvi punktana (0, 1) og (0, —1).
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(3. Heildi i 2 viddum

I pessum kafla skodum vid heildi { tveimur viddum, einnig k6llud tvofold heildi, beedi 1
kartesiskum hnitum (zy-hnitum) og i p6lhnitum (r6-hnitum). I naesta kafla skodum vid
svo heildi i premur viddum eda preféld heildi. Pau eru oft sett upp i kartesiskum hnit-
um (zyz-hnitum), i sivalnings hnitum (r6z-hnitum) eda i kiluhnitum (p¢#-hnitum).
Ny hnitakerfi eru yfirleitt notud til pess ad nyta sér akvedonar samhverfur i verkefninu
sem 4 a0 leysa og geta einfaldad alla reikninga mjog mikio.

Heildi i 2-viddum

Latum f : R?> — R vera samfellt fall og ldtum a < b og ¢ < d vera rauntélur og
skilgreinum svee0id

D:z[u,b]X[C,d]:z{(i)ERz ca<zxz<bog c<y<d}

Heildi f yfir D, oft ritad

| tawda esa [ payda
D D
er nu skilgreint a eftirfarandi hatt: Vid byrjum a ad skilgreina fallid F : [¢,d] — R,

)= [ fepde @

fyrir sérhvert y € [c, d] (ath. 1 (%) er y fasti). Heildid af f yfir D er sidan skilgreint sem

rauntalan ) o
/Df(:zr,y)dA:/C F(y)dyz/C (/a f(x,y)dx>dy,

Nu eetti ad vera ljést af hverju lika er talad um tvofold heildi eda itrekud heildi.
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m Deemi 3.1 Heildum f : R? — R, f(z,y) = 3, yfir D = [0, 1] x [0, 2]. Athugum ad vid
bdumst vid ad fa rimmal kassa med hlidarlengdir 1, 2 og 3 og pvi eettum vid ad fa
nidurstoduna 1 -2 -3 = 6.

Lausn: Hofum ) X 1
F(?J)Z/f(x,y)d:c:/Bd:z:[sx]_ —3
0 0 x

=0
fyrir 6ll y € R og pa

2 2 y=2
/F(y)dy=/3dy=[3y} =6
0 0 y=0
eins og vid bjuggumst vio. "
m Deemi 3.2 Heildum f: R? — R, f(x,y) = zsin(y), yfir D = [0,1] x [0, 71].

Lausn: Nu er

1 1 z=1
F(o) = [ f@y)do= [ wsinfy)do = [3a*sin)| = sinGy
0 0 2 =0 2
fyrir 6ll y € R og ba
T ~1 y=m
/ flz,y)dA = / —sin(y)dy = { cos(y)] =1
D 0 2 2 y=0
Pré6fum nu ad skilgreina fallio G : [0,1] — R,
T y=m
G(z) = / xsin(y) dy = {— :Ucos(y)} = 2z.
0 y=0

Paer

1 1 =1
/ G(z)dx = / 2xdx = {132} =1.
0 0 =0

Mynd 3.1: T Deemi 3.2 heildum vid yfir svaedid D = [0,1] x [0, 7] sem er litada svaedid 4
myndinni.

Pad a0 r60in a heildunum i sidasta deemi skipti ekki mali er ekki tilviljun.
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Regla 3.1.1 Latum f : R?2 — R vera samfellt fall og skilgreinum svaedid
D = [a,b] x [c,d] C R% Paer

/Df(x,y)dA—/cd (/abf(x,y)dx> dy—/ab (/jf(x,y)dy) dx.

Reglan segir okkur me6 60rum ordum, ad pad skiptir ekki mali i hvada r66 vio heildum.

Ekki alveg augljos astaeda fyrir pvi ad rod heildanna skiptir ekki mali er a0 fyrir
fall H : R2 — R b.a.

0’H
gildir lika
0*°H
m(%y) = f(x,y).

Ut fra pessu feest svo

[ ([ senac)a= [

b 92H
] Tyax(:v,y) dw) dy

] )

o0H OH
ny(ba y) - ay(%?J)) dy

= [#0.) - o)

= H(b,d) — H(a,d) — H(b,c) + H(a,c)

0g

/f( Cdf(w,y)dy> dz:/ab( jgjgfy@,y)dy) 2%
— /ab ([%Ij(xjy)}z:g dx

/ab (%Z(x, d) — %Z(x,c)) dx

= [H(z.d) - H(z, C)Kj’

= H(b,d) — H(b,c) — H(a,d) + H(a,c)

og vid sjaum aod

/Cd (/abf(x,y)dx> dy:/ab </Cdf($,y)dy> s,

Sem sagt erfist pad ad r60in a diffruninni skipti ekki mali yfir 4 heildio.
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Hvernig forum vid ad ef vid viljum heilda fall f : R?> — R yfir hlutmengi D C R? sem
er ekki ferhyrningur? Almennt er pao ekki audvelt, en ef haegt er ad lysa rond D med
grafi falla y = ¢(z) og y = d(x) af z, eda falla x = a(y) og = b(y), ad ba er pad oft ekki
heldur mjog erfitt. Vid synum petta med deemum.

mDeemi3.3 Latumc: R — R, ¢(x) = —2? og d : R — R, d(x) = 22 og skilgreinum
D::{Cj) cR?: 0<x<1 og cfx)<y<d)}

Heildum fallid f : R? — R, f(x,y) = zy?, yfir D.

Lausn: Nu gildir

Mynd 3.2: Vid sjdum hér svaedid D ur Deemi 3.3.
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m Daemi 3.4 Latum ¢, d: [0,2] — R, ¢(z) = 0 og d(x) = /= og skilgreinum
D::{(i) eR?: 0<z<2 og clx) <y <dx)}.

Heildum fallid f : R? — R, f(z,y) = %2, yfir D.

Lausn 1: Nu gildir

Lausn 2: Onnur leid til pess ad lysa menginu D er ad setja a(y) = y> og b(y) = 2 og ba
er

D:z{(i)ERQ ca(y) <z <bly) og 0<y< V2L

Vid reiknum nu heildi f yfir D me0 pvi ad heilda i annarri r60 en 40an:

V2 b(y)
/D Flay)dA = /0 ( / N f(x,y>dx> dy
V2

L (L)
<

)

T=y>

y=0
1
~ 2L
3 5
_8v2
15

Sem sagt sama nidurstada eins og pad 4 ad vera. "
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a/
14
12
'
. /
06
04
02
2 o 02 o4 o5 0p
02

Mynd 3.3: Vio sjaum hér svaedid D tur Deemi 3.4.

m Dcemi 3.5 Reiknum itrekada heildio

B ([ e iwn)ao= [[{ [+ ézf”} )
—/ ( rx? 4 x >daz
:/ fxgda;

[5 1 4:|J?1
6 4

_5
247

Hvad vorum vid a0 reikna? Pb.e. hvada fall vorum vid a0 heilda og yfir hvada svadi? m

s Daemi 3.6 Reiknum itrekada heildid

1 1,
I:/ / e¥ dy | dx.
0 \/vz

Lausn: Pad er mjog erfitt (6mogulegt) ad reikna I meod formilunni beint, en med pvi
a0 athuga a0 vid erum a0 heilda fallid f(z,y) = ey’ yfir svaediod

D:{<§>€R2 :0<z<1 og Vr<y<1}

sem vid getum allt eins lyst med

DZ{@)EW :0<y<1 og 0<az<y?},
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a0 pa sjaum vid ad
I :/ eV’ dA
D
1 y? 3
= / e¥dx | dy
0 0
1 3 96=y2
_ Y
_A |:.%'€ :|x:0 dy
1 3
= / yoeV dy
0
=1

[T,
37 |-

_e—l
3

3.1.1 Tvéféld heildi med sma kaensku
Skodum nokkur deemi par sem vid getum beitt sma kaensku til ad sleppa vido mikla
utreikninga 1 tvofoldum heildum. Vid getum nytt okkur ad vid pekkjum rimmal
akvedinna hluta og einnig getur verid mjog gagnlegt ad nyta sér pad ad sum foll eru
oddsta0 eda jafnsteed. Vid skulum skoda deemi.

//DSdA

s Dcemi 3.7 Reiknum

bar sem D = [4, 6] x [2,9].
Lausn:

//1)3dA:3//73dA:3-[ﬂatarmalp]:3.(6_4>.(9_2):42_

Vid erum s.s. hér ad finna flatarmal kassa med hlidarlengdir 2 og 7 og haed 3. "

Eins og 1 pessu daemi er heildid sem vid erum ad reikna stundum ekkert annad en
flatarmal hlutar sem vido pekkjum. Vid notudum ad pegar vido heildum 1 yfir svaedi D
faum vio flatarmal svaedisins.

Pegar vid heildum 1 yfir sveedid D faum vio flatarmal svaedisins D, s.s. er

/ / dA = [flatarmal svaedisins D).
D

Pad er audvelt ad sja ad fyrir ferhyrning D = [a, b] X [c, d] er
/ / dA = [flatarmal svaedisins D],
D

2

at fra pvi ad H(z,y) = xy er fall b.a. gx—g;(z:, y) = 1. Me0d bvi sem vid sdum ddan
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er pa

//1d,A //1d,A

= H(b,d) — H(b,c) — H(a,d) + H(a,c)
=bd — bc — ad + ac
=(b—a)-(d—o),

sem er einmitt flatarmal ferhyrningsins [a, b] x [c, d], b.e. svaedisins D.

I neesta deemi sjaum vid hvert heildid er med pvi ad sja hvernig hlut vid erum ad heilda

yfir.

m Dcemi 3.8
/ / \/1— 2?2 — y? dA = [ rammal halfrar kilu med geisla 1 |
r2+9y2<1
1 Arm 4
T2 3 |,
_ 2m
=3

Ef vid erum med oddsteed eda jafnstaed f6ll og sveedid D er samhverft er oft heegt ad
einfalda heildid téluvert.

m Dcemi 3.9 Vid reiknum

// (sin(z) +4° +4) dA:// 4 dA = 4r.
x24+9y2<1 z2+y2<1

Hér nyttum vid okkur ad fallio f(x,y) = sin(z) er oddstaett um = = 0 pvi f(—=z,y) =
—f(x,y) og svaedid 22 + y? < 1 er samhverft um x = 0 svo vid faum

// sin(z) dA = 0.
z2+y2<1

A® auki nyttum vid okkur ad fallid g(z,y) = y> er oddsteett um y = 0 pvi g(z, —y) =
—g(x,y) og svaedid 22 + y? < 1 er samhverft um y = 0 svo vid faum ad

// y® dA = 0.
z2+y?2<1

Eftir stendur pa
/ / 4dA =14 / / dA = 4 - | flatarmal hringsskifu meo geisla 1] = 4r.
x2+4y2<1 24y2<1

Til a0 sja betur fyrir sér hvao er ad gerast i Deemi 3.9 er gott ad teikna f6llin og svae0id
sem heildad er yfir, t.d. i Matlab. Til pess er haegt ad nota eftirfarandi keyrsluskra.
Athugid a0 ef skrain er keyrd opnast prjar myndir og pad borgar sig ad snia peim til
og fra til pess ad atta sig betur 4 peim.
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m Keyrsluskrd 1

% heilda sin(x) yfir hring

hold on

£t=0:0.01:2xpi;

plot (cos(t),sin(t), 'b") % afmarka svaedid sem heilda & yfir

[x y]= meshgrid(-1:0.01:1);

hl=surf (x,y,sin(x)); % teikna fallid sem & ad heilda

set (hl, '"FaceColor', 'magenta', 'FaceAlpha', 0.5, "EdgeColor', 'none'")
xlabel ('x-as'), ylabel('y—-as'), zlabel('z-as')

title('z=sin(x) yfir hring')

o

% heilda y”3 yfir hring

figure (2)

hold on

£t=0:0.01:2xpi;

plot (cos(t),sin(t), 'b") % afmarka svaedid sem heilda & yfir
xlabel ('x-as'), ylabel('y—-as'), zlabel('z-as')

title('z=y"3 yfir hring')

h2=surf(x,y,y."3); % teikna fallid sem & ad heilda

set (h2, 'FaceColor', 'red', 'FaceAlpha', 0.5, 'EdgeColor', 'none'")
% heilda 4 yfir hring, sem gefur sivalning

figure (3)

z4=0:0.1:4;

[z4,t]=meshgrid(z4,t);

h3=surf (cos (t),sin(t), z4);

xlabel ('x-as'), ylabel('y-as'), zlabel('z-as')
title('Sivalingur')

set (h3, 'FaceColor', 'blue', 'FaceAlpha', 0.5, 'EdgeColor', "'none')

Meadalfallgildi
Vio skilgreinum téluna

Fim g [ sada

og kollum f medalgildi fallsins f(x,y) 4 svaedinu D. Hér er talan A flatarmal svaedisins

D, sem ma reikna med A := dA.
D

m Daemi 3.10 Til ad finna z-hnit massamidju D reiknum vid

7_1
:L"—A//Ddi.

D:={ ;j eR?: 2<2<3 og 1<y<4}.

Latum nu

Reiknid massamidju sveedisins D. Lausn: Vio sjaum aod A er flatarmal rétthyrnds
fernings med hlidarlengdir 1 og 3, p.e. A = 3, og vi0 reiknum

143 L4 =3 1 /%5 5
E:f//xdxdy:f/ {$2} dy=- [ =dy=—.
31 J2 3J1 12 = 3J1 2 2
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Mynd 3.4: Prihyrningurinn i Deemi 3.11 afmarkast af linunum y =z, y = 0, x = 0 og
x = 1. Vid sjaum 4 myndinni ad prihyrningurinn hefur flatarmalio 1/2.

m Daemi 3.11 Finnid medalgildi fallsins f(x,y) = 22 + y? yfir prihyrning sem hefur
hornpunktana (0,0), (1,0) og (1,1).

Lausn:

Vid reiknum

f:1}2//p(a:2+y2)dA
:2/1/$(x2+y2)dy dx
_2/ 2y + Symdx
—2/< g) dx

y=0
14

[$4‘|m 1
4 =0
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Afingar 3.1

Afing 3.1.1 Teiknid upp mynd af sveedunum:
a)

plzz{@eﬂv a4y’ <4 ogz >0 0g y<O0}

b)

x 2
Dy = e R 2§\/x2—|— 2<5
2 {<y> Yy }

2

d)
D4::{<z>€R2 : flz)<y<g(z) oga<xz<b}.

e) Finnid ad auki foll f(z) og g(x) og fasta a og b bannig ad D, 1ysi svaedinu innan
prihyrnings med hornpunkta (0,0), (1,1) og (1, 3).

// 43¢V’ dA,
D

D={(z,y) eR?: 22 <y<1og —1<2<0}

par sem
Athugid6 ad heildin sem upp koma hér a ao reikna an pess ad nota reiknivél. m

Afing 3.1.3 Reiknid
/ (3 — msin(x) + yQ) dA
D

bar sem D er ferhyrningslaga svae0id sem hefur hornpunktana (-2, 0), (0,2), (2,0)
og (0,—2). ]
Afing 3.1.4 Gefid er mengio

D={(zr,y) €R?*: 0<y<a2?og 0<x <2}

Setjio rétt mork a seinni tvo heildin hér fyrir nedan, par sem heildunarrédinni
hefur verid breytt.

//Df(x’y)dA://f(xvy)d?/dxz//f($,y)dxdy.

‘ Afing 3.1.2 Reiknid
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greint sem
I, = / 22dA.
D

Reiknid I, fyrir sveedid D, sem er sa hluti svaedisins

5(32
<2(1-—
yea1-

Afing 3.1.5 Flatartregduvaegi (e. moment of inertia) sveedisins D m.t.t. y er skil-
sem liggur 1 1. fjéroungi.

Afing 3.1.6 Reiknid medalfallgildi fallsins f(z,y) = z* + y* yfir svaedid D, sem er
prihyrningur med hornpunkta i (0,0), (0,a) og (a,0), par sem a > 0 er fasti. m

Afing 3.1.7 Reiknio heildid

TS
/ / e (14 y?) dzx dy.
0 Jy

Abending: Hér getur verid g6d hugmynd ad breyta mérkunum pannig ad heildad er
fyrst m.t.t. y. .

3.2 Oeiginleg heildi i 2-viddum

Rifjum upp hvernig vid reiknum 6eiginleg heildi 1 einni vidd eins og

c—0+ c—0+

' d:c lim / lim 2\/§r:1 lim (2—2yc)=2
= = 1 = — =
f r=c

eda
+o0 dx ) ¢ dx .
/ — = lim — = lim
1

2 c—+oo J1 T c—+0o0

Vio getum lika reiknad tv6fold heildi

/Df(w,y) dA

med itrekun, par sem 6eiginleg heildi koma fram 1 itrekudu heildunum, ef f(z,y) > 0
fyrir 611 (x y)” 4 heildunarsvaedinu. Ef f tekur bzedi jakvaed og neikvaed gildi verdur

/ |f(z,y)|dA < 00
D

a0 gilda, ef vid atlum ad nota itrekun, og madur talar um alsamleitin heildi. Vid
skodum nokkur deemi.
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m Daemi 3.12 Heildum f(z,y) = e’ yfir svaedio
D:-{(i) eR?:0<z og —z<y<uz}.

Lausn: N er f(z,y) > 0 fyrir 61l (z y)” € D svo vid getum notad itrekada heildun:

/D flx,y)dA = /O+OO (/_z e_”CQdy) dx

S

+oo 9
= / 2¢xe " dx
0

¢ 2
= lim /2$€_$ dx
0
27xT=cC

c—+00

= lim [—e‘x}
c——+00 =0

= lim (—6762 —(—1))

c—+00
=1
]
1
m Dcemi 3.13 Heildum f(z,y) = - yfir takmarkaoa svae0io i planinu sem lokast &
milli y = z og y = 22
Lausn: Med

D:z{(i)ERQ :0<x<1 og x2§y§x}

sjaum vid ad f(x,y) > 0 & heildunarsvaedinu og vid reiknum

dA
D TY

I
S

par sem vid notudum breytuskiptin ¢t = —In(x), med dt = —dz/z, t(1) = 0 og t(0) =
—(—0) = +o0. u
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m Deemi 3.14 Heildum f(z,y) = yfir sveedid

(z+y)?

D:Z{@)eRQ 1 0<z<1og 0<y<a?}

e

er 6eiginlegt pvi  lim  f(z,y) = +oo. Vid reiknum nu
(z,y)—(0,0)

/x+y _/ (/ :r—i—y dy>dm

s xiy]y o
- (o)

Lausn: Athugid ad heildid

/ —1+x+1

x—l—l
= d

0 1+a:x
= |In(1

[n( +x)L:0

=1In(2).

Mynd 3.5: Svee6id D i Deemi 3.14.

Athugasemd: Takid eftir hvernig 6ll vandamal i heildinu i sidasta deemi hurfu i
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87

midjum reikningunum pvi

1

1_

z+z2  z

—1+:U+1_ 1

zz+1) 1+z

og haegri hlidin er samfellt fall af 1 z = 0. Ef vio viljum reikna heildid 1 deeminu
stranglega rétt, pa eru reikningarnir

1 , |
/ ———dA = lim / —dy | dz
p+yP gorh \ @Hy)
1 1 qy=¢’
= 111(1)1 [— } dx
501 /b T+ Yly=a
1 1 1
= 11)1%5r (— S )d:p
w0t b Tr+x Tr+a
T 1—x—a+x+x2d
= lim T
0t o (z+ z2)(z + a)
. /1 (x —a)(z+a)
a0t Jb z(1+z)(z + a)
1 _
= lim i dx

a=0+ Jp x(1 4 x)

b—0+

1
i [T
b—=0+Jp (14 )

L |
= lim dx
b—0+Jp 1+
L |
= d
o 1+ *
[In(1 + )r”:1
= |In T
=0

=1In(2).

T

dx

Afing 3.2.1 Reiknid

Afingar 3.2

J;

1

— d4,

par sem 7T er (6takmarkada) sveedid x < y < x + 1 og z > 1. Teiknid einnig mynd af

svaedinu.
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Afing 3.2.2 Reiknid

/ e TTYdA,
-

par sem 7 er (6takmarkada) svee6id z > 0 og y > 0.
|

Afing 3.2.3 Reiknid
1
/ ——_dA,
T T\/Y
pbar sem 7 er pvihyrningur med hornpunkta (0,0), (1,1) og (1,2).

3.3 2-vid heildi i pélhnitum

Vid viljum reikna rimmal halfkidlu i R? med geisla R > 0. Kila 1 R? med geisla R > 0
og midju 1 (0,0,0) er mengi allra punkta (x,y, 2) € R? sem uppfylla jéfnuna

22 +y? + 22 < R?
og halfkilu ma pa lysa meod pvi ad krefjast ad auki ad z > 0.

Rummalid getum viod reiknad med pvi ad heilda fallid

f(z,y) =\/R2 — 22 —y2 yfirmengid D ={(z,y) € R?: 22 + 4> < R?*}

og itrekada heildido sem kemur upp er

/Df(x,y)dA:/R ( 3 1:2_?;22\/R2—x2—y2dx> dy

-R
og vi0 erum i vandradum, pvi petta heildi er illvidradanlegt.

Stundum, sérstaklega ef vandamalio sem a ad leysa hefur einhverja samhverfu, er
betra ad skipta um hnitakerfi, p.e. Iysa stadsetningu punkta i planinu 4 annan hatt
en me0 pvi ad gefa upp z- og y-hnit peirra.

Vid vitum ad pegar vid vinnum med tvinntélur er stundum snidugt ad rita w = = + iy
4 pélformi w = re', t.d. af pvi ad pad er miklu audveldara ad leysa jofnur af gerdinni
2" = w ef w er a pélformi. Pegar vid settum tvinntolu w = z + iy & pélform pa notudum
vid jofnurnar

r:\/m og COSQ:\/;Ty? (e’éa tan@zz)

til pess ad akvarda r og 0. I hnitakerfisskiptum fyrir heildun (og marga adra hluti)
er mun gagnlegra ad nota formulurnar z = r cos og y = rsin 6 og pad er lika yfirleitt
paegilegra.
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Ef vio lysum stadsetningu punkts P i planinu meo pvi ad gefa upp z- og y-hnit
hans, pa erum vid ad nota kartesisk hnit (e. Cartesian coordinates).

Ef vid Iysum stadsetningu punkts P i planinu me6 pvi ad gefa upp fjarlaegd hans
r fra nullpunkti og hornid 0 sem stéduvektor hans myndar vid pésitiva z-asinn,
pa erum vid ad nota polhnit (e. polar coordinates).

Sambandid 4 milli kartesiskra hnita og pélhnita er
xr=rcosf og y=rsinfd

par sem 6 € [0, 27].

Kartesiskt hnitakerfi er nefnt eftir franska heims- og steerdfreedingnum René Descart
(f. 1596, d. 1650), sem vard ad Renatus Cartesius 4 Latinu.

m Daemi 3.15 Skodum nokkra ferla og svaedi i kartesiskum hnitum og pélhnitum:
a) Hvernig litur linan sem gefin er med » = 2 i p6lhnitum 1t i kartesiskum hnitum?
b) Hvernig litur linan sem gefin er med § = 7/4 1 pélhnitum 1t i kartesiskum
hnitum?
¢) Hvernig litur svae0id sem gefid er med r < 2 0og 0 < 0 < 7/2 1 p6lhnitum ut 1
kartesiskum hnitum?
d) Hvernig litur svadid sem gefid er med 22 + 32 < 4 1 kartesiskum hnitum 1t {
p6lhnitum?
Lausn:

7N

\

\\\ ;‘ i V///

~

(a) Linan r = 2 i pélhnitum (b) Linan 6 = 7/4 1 p6lhnitum teiknud i
teiknud i xy-planio. xy-planid.

Cﬁ

(c) Sveedid 0 <O <m/20gr <2 (d) Svaedid z2 + 3% < 41 kartesiskum hnit-
i pélhnitum teiknad 1 zy-planio. um teiknad i r6-planio.

Snuum okkur aftur ad pvi ad reikna rimmal hélfkdlu. Formila fallsins f(x,y) =
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VR? — 22 — 92 { pélhnitum feest 4 einfaldann hatt med pvi ad nota formuilurnar = =
rcosf ogy =rsinf:

f(a?,y) = f(w(r, 0),y(7“, 9))
= f(rcosf,rsin)
\/R2 — [rcosf]? — [rsin )2

VvVR2 —r2

Sveedid D sem heilda 4 yfir var gefio sem

D= {(z,y) €R? : 2° +y* < R?}
i kartesiskum hnitum. I pélhnitum er lysing pessa sveedis
[2(r,0)]* + [y(r,0)]* = [r cos 0]* + [rsin0]* = r* < R?

p.e. r < R. Vid erum par med biin ad syna ad
/ f(:c,y)dA:/ VRZ —1r2dA.
D r<R

Nu veeri freistandi a0 setja dA = dr df, alveg eins og vid setjum dA = dx dy 1 kartesisk-
um hnitum, og nota itrekada heildun til pess ad reikna rammalid. En hér vorum vid ado
gera breytuskipti og ad pvi parf ad huga i dA. Pad kemur 1 1j6s ad dA = dx dy = r dr db.

Pegar vio heildum yfir svaedi D i kartesiskum hnitum er dA = dxdy, en i
p6lhnitum er dA = r dr dé.

N1 verodur heildiod
/ f(x,y)dA:/ VR? —1r2dA
D r<R
= / VR2 —r2rdrdf
r<R

:/027r (/OR\/Wrdr)de

r=R

=27 7_(}%2 _ 72)%
3 r=0
_

R3.
3

m Daemi 3.16 Skilgreinum R sem svaedid

R={(z,y) eR? : a> <a2® +y* <b’og y < og y>0}.

2
/y—sz
R T

Reiknio heildid

med pvi ad nota po6lhnit.
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Mynd 3.7: Svaedido R i Deemi 3.16.

Lausn: Svaedio R hefur lysinguna a <r < bog 0 < 6§ < 7/41 pélhnitum. Vid reiknum

m Daemi 3.17 Synum ad

+o00o
I:/ e Fdx = /.
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Lausn: Vio notfeerum okkur ad vid hofum leert ad reikna 2-vid heildi 1 pélhnitum.

Par sem I? = 7 héfum vid ad I = /. .

m Deemi 3.18 Finnid rimmal pess hluta sivalningsins 22 + y? < a? sem er i 1. attungi
(b.s. £ > 0,y > 0 0og z > 0) og undir planinu z = y. Gerid petta med pvi ad heilda fallid
z = y yfir svee0id D, sem er fjéoroungur ur hringskifu. Reiknid petta baedi med pvi ad
nota pélhnit og i kartesiskum hnitum.

Lausn: Svaedinu er audvelt ad lysa i pélhnitum. Vid setjum x = r cos(d) og y = rsin(0).
P4 er fallid okkar f(r,0) = rsin(f) og sveedid okkar afmarkast af 0 < r < a og
0 <6 < m/2. Vid reiknum

//D f(z,y)dA = /Oﬂ/2 /Oarsin(e)rdr de
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Sama heildi { kartesiskum hnitum er

//Df(a:,y)dA:/Oa/omydydx

1 . Jyv=Va?—a?
S
0o L2 y=—va2—z?

1 wg r=a

=0

m Daemi 3.19 Reiknid rimmal pess rimskika sem er inni i kilunni 22 + 32 + 22 < 4a?
og inni 1 sivalningnum 22 + y? < 2ay, a > 0, s.s. rimmalid sem er inni 1 peim badum.

-5 -4 -3

Mynd 3.8: A myndinni sjaum vio skuroferla kdlunnar og sivalningsins vid xy planio
(z =0)1Deemi 3.19.

Lausn: Vid getum umskrifad jofnu sivalningsins 1 22 + (y — a)? < @2, og sjdum pa ad
hann hefur radius a og mioju i (0, a, z), z € R. Vid erum med jafn mikid raimmal beggja
vegna vio zy-planid og beggja vegna um yz-planid, svo vid getum 1atido nsegja ad finna
rammal pess hluta sem er 1 1. attungi (par sem x > 0, y > 0 og z > 0) og margfaldad
pad med 4.

Vid heildum pvi jofnu kilunnar & pessu sveedi, s.s. z = \/4a? — 2 — y? yfir svadid
D sem sést & Mynd 3.8. Vid getum skipt 1 pélhnit, = rcos(f) og y = rsin(f) og
kudluhvelid hefur pa formiluna z = v/4a? — r2.
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Svaedid sem vid heildum yfir er 22 +y? < 2ay sem 1 pélhnitum verdur r? = 2ar sin(f)
svo r = 2asin(f), sem gefur pa radius sivalningsins 1 pélhnitum. Vid reiknum nd
heildid

™ " x 3 1 r=2asin(0)
/5 /2‘“1“(9) Vda? —r?-rdr d9=/5 e do
o Jo 0 —o
3

_ % /0 {_ (40? — 40 sin2(9))% + (4a2ﬂ do

_ ;/0 {( a)’ - (20)* (1 —sm2(9))3} d

_ 8(;3 /0 : [1 - cos’(6)] db

_ 8;)“3/0 [1- (1 sin®(9)) cos(8)] o
500105

_ 8§3 [e — sin(8) + “HZ(H)LZO

()

= Sa¥(3m - 1)

Eins og a0ur sagoi er raimmal rumskikans 4 sinnum petta heildi, p.e. svario er

. 4 16
[rdimmal ramskikans] =4 - §a3(37r —4) = §a3(37r —4).

Afingar 3.3

/fing 3.3.1 Reiknid medalfallgildi fallsins f(z,y) = e~ @ 1¥") yfir sveedid

p;:{G) €R?: 2? +y* <3og z+y <0}

Afing 3.3.2 Flatartregdouveegi (e. moment of inertia) svadis D m.t.t. y er skilgreint

sem
I, = / 22dA.
Y D
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Reiknid I, fyrir sveedid

D::{<z>6R2 c4<2’+1y*<9 og <0o0g y >0}

Afing 3.3.3 Skodum eftirfarandi sveedi 1 R?
D::{<§> eER? : 4<z?+4*<9 ogy<0}

Teiknido mynd af svaedinu D og heildio svo fallio
¥ — 2P

f(x7y):m

yfir sveedio D. .

Afing 3.3.4 Finni6 rammal pess hlutar sem er baedi inni i kdlunni
2 + % + 2% < 9a°
og inni 1 sivalningnum
z? + y2 < 2az,

p.s. a > 0. Notid pélhnit. Pad ma (og 4 ad) nota reiknivél til ad reikna lokatutkomuna.
|

Afing 3.3.5 Skodum eftirfarandi svaedi i R?
D::{(i) eR? : 224+42<5 ogx >0}

a) Teiknid mynd af sveedinu D og stikio feril sem umlykur sveedid, annad hvort
réttsaelis eda rangseelis (tilgreinid attunina 4 myndinni).
b) Heildiod fallid
f(z,y) =« + ya?

yfir sveedid D (an pess ad nota reiknivél).

3.4 Hnitakerfaskipti i 2-vidum heildum almennt

Almenna formulan, pegar skipt er 1 heildi ur kartesiskum hnitum x og y yfir i annad
hnitakerfi u og v reiknast 4 eftirfarandi hatt (samskonar gildir fyrir heerri viddir):
1. Skilgreinum fallid F : R — R?,

F(u,v) = < z(u, ) ) .

y(u,v)

2. Reiknum heildarafleidu F, b.e. Jacobi-fylkio DF(u,v), og athugum ad pad er 2 x 2
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fylki.
3. Reiknum akveodu Jacobi-fylkisins

det(DF(u,v)) ( oft taknad gEx’ y; og kallad Jacobi-dkveda hnitakerfaskiptanna)
u, vV

4. Nuer

_ _ 8(w,y)‘
dz dy = |det(DF (u,v))| dudv = ‘G(U,v) du dv.

Profum pessa adferd 4 hnitakerfisskipti yfir 1 pélhnit, par sem vid vitum nidurstoduna:

1. Skilgreinum fallid F : R? — R?,

| z(r,0) \ [ rcosb
F(r,0) = < y(r,0) ) N ( rsin 0 )
2. Reiknum heildarafleiou F,

a—r cosf —er cos b

r 0 cos@ —rsinf
DF(r.0) = o ( sin@ rcosf |-
—7rsinf —rsind

or 00
3. Reiknum dkveodu Jacobi-fylkisins

cosf) —rsinf

det(DF(r,0)) = sinf rcos#f

‘ =rcos?f+rsin?0 = r.

4. Nuer
dzx dy = |det(DF(r,0))| drdf = rdrdf.

Athugid a0 vid erum ni komin med almenna formulu fyrir hvada hnitakerfaskipti sem
er, jafnvel 1 heerri viddum.
Fyrir hnitakerfaskipti ur kartesiskum zy-hnitum yfir i wv-hnit er almennt

dA = dz dy = |det(DF (u,v))| dudv,

pbar sem hnitakerfaskiptin eru gefin med fallinu F(u,v) = < z(u,v) ) .

m Deemi 3.20 Heildum fallid f(z,y) = y yfir svaedid
D:={(z,y) eR*: 2>00gy>00ga’+y* <a’},

par sem a > 0 er einhver fasti, meo pvi ad nota pélhnit.

Lausn: Fallid f hefur formuluna f(r cosf,rsinf) = rsin 6 1 pélhnitum og sveedinu D
ma lysa med

0<o< og r < a.

s
2
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P4 er

/ x,y)dA = / (/ rsin@-rdr) do
:/ sme[l 3] Y
0 3 r=0

= éa?’ { — cos 0} Z_E
3 =
3

a’.

m Dcemi 3.21 Vid viljum finna flatarmal sporbaugslaga flatarins

$2 y2

—+ 5 <L

b2 —
Vid gerum pad med pvi ad heilda fastafallio f(z,y) = 1 yfir flétinn, sem vid skulum
kalla E,

[Flatarmal E| = / dA.

Mynd 3.9: Svaedid F sem vio viljum finna flatarmalid af i Deemi 3.21.

Lausn 1: Vid getum gert petta i kartesiskum hnitum med pvi ad umskrifa jéfnuna

fyrir jadri sveedisins E 1
b2
y==+4/0? — —a?
a
og reikna svo
b27—212 a b2
dA dy dr = 24/ b2 — — 22 dx = abr.
—a b2 b2 —a a?

Til ad reikna dtkomuna ur heildinu einfoldudum vid fyrst (med a,b > 0)

a b2 2b fo
/ 2 b2——2a:2da::—/ Va2 — 22 dx
o\ a a J_g
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og notudum svo (6fugu) innsetninguna = = asin(t) med a = z(a) = asin(t(7/2)) =
asin(r/2), —a = z(—a) = asin(t(—n/2)) = asin(—7/2) og

/ 2
dr = acos(t)dt = ay/1 —sin?(t) dt = ay/1 — % dt = Va? — 22 dt.

Med henni feest

a jus
/ Va2 —x? dx = : Va2 — 22 Va2 — 22dt
—a

-z
2

= a? /72; (1 - sin2(t)) dt

/’2‘ sin2(t)dt = /’5 sin(t) - sin(t)dt

= {— cos(t) - Sin(t)r:% — /’2‘ — cos(t) - cos(t)dt

t=—2

=0+ /E cos®(t)dt
2

™
2

= 1 — sin? dt

=7 — /5 sin?(t)dt,

/

/ Va —xde——ﬂ

2

sem gefur

(VB

.9 ™
t)dt = —.
sin”(t) 5

(ME]

Sem sagt er

og vio faum nidurstoduna
2 a
// dA:b/ va? — 2?2 dx = abr.
E a J—a

Lausn 2: Onnur leid er ad nota hnitakerfi sem er adlagad ad samhverfu verkefnisins.
Vid gerum breytuskiptin z = au og y = bv. Pa verour jafna sporbaugsins i nyja
uv-hnitakerfinu

2 —
u® 4 v = " + 5 <1
Vid reiknum nu dA og faum
or 00
Oou Ov a 0
A = |det(DF (u,v))| dudv = =10 5 |= abdu dv.
oy Oy
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Vid hofum s.s.

// dA:// abdudv:ab// dudv = abm,
E u2+4+02<1 u24+02<1

og athugio ad par sem vid pekkjum flatarmal hrings med radius 1, pa purfum vid ekki
ao heilda. "
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3.5 Lausnir @ véldum dcemum

Zfing 3.1.1 Teiknid upp mynd af sveedunum:

a)
Dl::{@)eR? : 2249 <4 ogzr>0 og y <0}
b)
X

Dy = ER? : 2</22+942<5

2 {<y> > y* <5}
c)

X 2 .T2 2
D3 = { Y cR* : Zgygx og0<z<1}

d)

D4::{<z>ER2 o flr)<y<g(z) oga<uxz<b}

e) Finnid ad auki foll f(z) og g(z) og fasta a og b pannig ad D, 1ysi svaedinu innan
prihyrnings med hornpunkta (0,0), (1,1) og (1, 3).

m Lausn Hér fyrir nedan ma sja sveedin teiknud upp. Athugid ad sum svaedin eru
6takmorkud, t.d. sveedio z > 0 og y < 0 sem er allur fjoroi fjéroungur.

4+ y? <4 z>00gy <0

Cl

Y
4

Svaedid Dl
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2 < /22 +y? 5> /22 + 32

Svaedio D,

Svaedid Ds.
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Mynd 3.16: Svee0id D, sem afmarkast af x <y <3z 0g0 <z <1.

ZAfing 3.1.2 Reiknid

// 4z3e’ dA,
D

D={(z,y) eR?: 22 <y<1og —1<z <0}

par sem

Athugid ad heildin sem upp koma hér a ad reikna an pess ad nota reiknivél.

m Lausn Illmoégulegt er ad heilda fallid 423¢¥” m.t.t. 1y, svo vid byrjum 4 ad breyta
morkunum a svaedinu okkar i

D={(r,y) €R?*: — fy<z<0o0g0<y<1h

Vio getum nuna sett upp heildid og reiknad

1 /0 1 =0
/ / 4z3e¥’ dx dy = / [:E4ey3] dy
0 J-vy 0 ==Y

1 3
=/ —ye dy
0
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Zfing 3.1.3 Reiknid
/ (3 — msin(z) + y2) dA
D

pbar sem D er ferhyrningslaga svaedid sem hefur hornpunktana (—2,0), (0, 2), (2,0) og
(07 _2)'

Mynd 3.17: Ferhyrningslaga svee0id afmarkast af linunum y = 2 —z, y = 2 4 z,
y=—2—xo0gy= —2+ x. Ferhyrningurinn hefur flatarmalio 8.

m Lausn Sva0id sem vid heildum yfir er teiknad a Mynd 3.17. Vid heildum 1i6 fyrir 1id.
Fyrsta heildio er einfaldlega 3 sinnum flatarmal sveedisins sem heildad er yfir.
/ 3dA =3-8=24.
D
Annad heildio er
/ msin(x)dA = 0,
D
bvi sin(z) er oddsteett um = = 0 og sveedid D er samhverft um = = 0.
I pridja heildinu latum vid neegja ad heilda yfir E, sem er s hluti ferhyrningsins D

sem er { fyrsta fjordungi, vegna pess ad fallid f(z,y) = y? er jafnstett um = = 0 og
y = 0. Vid faum s.s.

9 9 2 r2—x 9 16
/ydA:4/ydA:4// ydyde = —.
D E o Jo 3

Samantekio hofum vid
1
/ (83— msin(z) +y?)dA=24+0+ 1688 993
D 3 3

Sama nidurstada feest med pvi ad setja upp heildid

2 r2-z 0 2+x
/ / (3 — msin(z) + y2) dy dx + / / (3 — msin(z) + y2) dy dx.
0 Jz—2 —2J—x-2

ZAfing 3.1.4 Gefid er mengiod

D={(z,y) €R?*: 0<y<azog 0<ux <2}
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Setjio rétt mork 4 seinni tvo heildin hér fyrir nedan, par sem heildunarrédinni hefur

verio breytt.
] t@waa= [ [1@ydyae = [ [ f.y)deay.

m Lausn

//Df(fﬂ,y)dA:/Oz/oxzf(x,y)dydx:/04/\/2@f(x,y)d:cdy.

Zfing 3.1.5 Flatartregduvaegi (e. moment of inertia) svaedisins D m.t.t. y er skilgreint
sem
I, = / 22 dA.
D

Reiknid I, fyrir svaedid D, sem er s4 hluti svaedisins
22
<2|11——
ea(s-2

m Lausn Vid setjum upp heildid og reiknum

sem liggur 1 1. fjordoungi.

Afing 3.1.6 Reiknid medalfallgildi fallsins f(z,y) = 2 + y? yfir svaedid D, sem er
prihyrningur med hornpunkta 1 (0,0), (0,a) og (a,0), pbar sem a > 0 er fasti.

m Lausn Sva0did D er prihyrningur med flatarmal /2. Prihyrningurinn D afmarkast
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af0 <z <aogl0<y<a-—uwz,p.s a>0.Vid setjum upp heildid

1 _ 2 a a—x 9 9
Z/Df(l‘,y)dA——/ (x -l—y) dy dx

a? Jo Jo
9 a 3 y=a—x
=— z?y + L dz
a 3
=0
2 [ 2 (a— =)
== - d
a2/0 z“(a —z) + 3 x
2 [axg zt (a— x)j o
== |=0=—-=-
2|3 4 2]
R
Ca? |3 412
a2
Zfing 3.2.1 Reiknid
1
—dA
fram i

par sem 7 er (6takmarkada) svaedid © < y < z + 1 og x > 1. Teiknid einnig mynd af
svaedinu.

m Lausn Sveaedid sem vid heildum yfir sést 4 myndinni hér fyrir nedan.

Mynd 3.18: Otakmarkada sveedid © <y <z + 1 og z > 1.
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Vid reiknum

Zfing 3.3.1 Reiknid medalfallgildi fallsins f(z,y) = e~ @ ") yfir sveedid

p;:{@) eR?: 2 +y* <3og z+y <0}

m Lausn Svadid sem vid heildum yfir sést 4 myndinni hér fyrir nedan

Mynd 3.19: Vid heildum yfir halfan hring med radius v/3. Flatarmal svaedisins er
3 /2.
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Flatarmal svaedisins D er A = 37/2, svo medlfallgildid er

= 3
1/ e (@) g4 = 2/4 / e " rdrdf
A Jp 3T 3z Jo
_2/74"[ L _sz‘ﬁde
N 3 %T’T 26 r=0
T

:;/3; %(1—6*3)619

2 1 _
:37-5(1—6 3)~7T
1—e3

3

Zfing 3.3.5 Skodum eftirfarandi svaedi 1 R?
D::{(‘;;) eER? : 22 +4* <5 ogx >0}

a) Teiknid mynd af sveedinu D og stikid feril sem umlykur svaedid, annad hvort
réttseelis eda rangseelis (tilgreinid attunina 4 myndinni).
b) Heildio fallio
f(@,y) =z + ya?

yfir svae0id D (an pess ad nota reiknivél).

Mynd 3.20: Sveedid D sem vid heildum yfir i Deemi 3.3.5.

m Lausn Ferill sem umlykur svadio og er stikadur rangsalis er t.d.

£ = V5 cos(t)i+ V5 sin(t)j, ef —m/2 <t <7/2,
P =\ VB(r/2 -t +1)j, ef 1/2 <t <m/2+2.
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Fyrir heildunin {1 1id b) nytum vid okkur ad g(z, y) = yz? er oddsteaett fall um y = 0 pvi
g(z,—y) = —g(x,y) og sveedid er samhverft um y = 0. Vio faum pvi ad

/ yr? dA = 0.
D

Pa verdur heildid téluvert einfaldara og vid faum
/ ($+ya:2)dA:/ x dA
D D
VB pr=y/5—y?
= / / x dxdy
=0

LB

3 y=V5
4t
y=—v5
10V
N

Pad er lika peegilegt ad reikna petta heildi 1 pélhnitum:
/ (a:+y:c2> dA = / x dA
D
/2
/ / rcos(f) rdf dr
/2

9 /2
= / sm dr
0*—7r/2

Zfing 3.3.4 Finnid rummal pess hlutar sem er baedi inni i kilunni
22 + % + 2% < 9a°

og inni i sivalningnum
2 +y? < 2ax,

p.s. a > 0. Notid pélhnit. Pad ma (og 4 ad) nota reiknivél til ad reikna lokatutkomuna.
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m Lausn Vid skiptum i p6lhnit, pa er kilunni lyst med
—V9a?2 — 12 < 2 < V942 —r?

og sivalningurinn hefur lysinguna
2 < 2arcos(), pader r < 2acos(h).

Vid nytum okkur ad svaedid er samhverft um y = 0 og um z = 0 og vid getum pvi
1atid neegja ad finna rimmal pess hluta sem er i y > 0og z > 0 og margfaldad svo
nidurstoduna meo 4.

Vio reiknum

2 r2acos(0)
// \/9@2—7‘2dA:4/2/ vV9a2 —r2 r drdf
D 0 0

3+ 7r=2acos(f)
} 6

. (9a2 _ r2)§

- (9(12 — 4a? COS2(9)> ;’] de

r=0

Hér leyfum vid okkur ad gripa til reiknivélar og faum lokanidurstéduna

= 17.1639038 - a>.

R

NN

Mynd 3.21: Skodum mynd af kidlunni og sivalningnum i Deemi 3.3.4 pegar z = 0, s.s. 1
xy-planinu.
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LONGITUDINAL PROFILE

N CRCSS-SECTION

SMOOTH SURFACE

 SMOCTH EDGES

I pessum hluta skodum vid heildi i premur viddum. Pau er yfirleitt sett upp 1 kart-
esiskum hnitum (zyz-hnitum), i sivalningshnitum (r6z-hnitum) eda i kiluhnitum
(ppf-hnitum). Ad auki skodum vid svo stikun yfirborda og heildi yfir yfirboro.

Kartesisk hnit

Heildi i premur (og heerri) viddum er skilgreint nakveemlega eins og heildi i tveimur
viddum. Ef f : R?> — R er fall og D = [zg, z1] X [y0,y1] X [20, z1] er kassi 1 R?, b4 er
heildio af f yfir D skilgreint sem

/Df(x,y,z)dV:///Df(m,y,z)dV:/Z:I </y:1 (/m:lf(:r,y,z)da:) dy> dz.

Hér erum vid ad heilda yfir rammal dV = dx dy dz. Eins og adur og af somu astaedu
skiptir r66in a4 hreidrudu heildunum ekki mali; t.d. er

[ ) a)ae= [ ([ ([ semeiar)an) ae

Ef sva0i0 D er floknara en kassi pa getum vio reynt ad skrifa moérkin a innri heildunum
sem f6ll af peim breytum sem sidar er heildad m.t.t.

m Doemi 4.1 Heildum fallid f(z,y, z) = 23y%2 yfir halfkdluna

R={(z,y,2) €ER® : 2 + > + 22 < logux > 0}.
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Lausn: Vio afmérkum svee0io i z, y og z stefnu og faum heildiod

o= [ ([ ([ s )

x:\/m

1 V1-22 4
= / / , [ngz] dy | dz
—1 —V1—z 2=0
1 o _.2)\2
= / (/ <y42)y22> dy) dz
4 / (/ y — 2y 2y2z2 + 2y4z2 + y6 + y2z) z dy) dz

1 2 1 y=vi=e?
/ { 3 l—z) — (1—22)4—3/7] zdz
4 5 7 y:—‘/l—ZQ

1 /1 8 I
= 1-22)%d

2/_13-5-7( =) @
-0

pvi fallid undir sidasta heildinu er oddstaett fall af =z og bilid sem heildad er yfir er
samhverft um z = 0.
Pessa nidurstodu faer madur mun audveldar ef madur heildar fyrst m.t.t. z, t.d.

/fxy, av = /(/ ( \/12 y2zd2>dy>dx

1 1—a2 1 2=/ 1—22—y2
:/ / [y2x3 . 22} dy | dz
0 —V1—z? 2 z=—/1—22—2

=0.
Enn einfaldara er ad notfaera sér beint ad fallid f(z,y, z) = 23y?z er oddsteett um z = 0,
b.e. f(z,y,—2z) = —f(x,y, ), og halfkilan sem vid erum ad heilda yfir er samhverf um
z = 0. Pvi hlytur heildio a0 vera 0. "

m Dcemi 4.2 Reiknum

//R(l + 2z — 3y)dV,

par sem R er kassinn —a <z <a,-b<y<bog-—-c<z<ec
Lausn: Vid getum sett upp heildiod

c b a
/ / / (14 2z — 3y)dxdydz
—cJ—bJ—a

og reiknad beint af augum, en vid getum lika nytt okkur ad

// 20 dV =0
R

bvi f(z,y,z) = 2z er oddsteett um = = 0 og kassinn sem heildad er yfir er samhverfur
um z = 0. Vid getum lika nytt okkur ad

// 3ydV =0
R
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bvi g(z,y,2z) = 3y er oddsteett um y = 0 og kassinn er samhverfur um y = 0. P4

stendur eftir
/// 1dV =2a-2b-2c = 8abc,
R

sem er einmitt rammal kassans R sem heildad er yfir. "

n Deemi 4.3 Heildum fallid g(z,y, z) = 2y + 2z yfir pyramidann R, sem er gefinn med

0<z<1—|z[—yl

///Rx?ydvzo

pvi 22y er oddstaett { y um y = 0 og pyramidinn er samhverfur um y = 0. Vid skodum

™ [f]-av

P6 ad 2 sé sannarlega oddstaett um z = 0, pba hjalpar pad okkur 1itid hér par sem
pyramidinn er ekki samhverfur um z = 0 (hann er allur fyrir ofan zy-planid). Vid
veroum bpvi ad afmarka svae0id i heildinu. Vid tokum fyrst eftir pvi ao fallid z er
eins 1 6llum fjéroungum fyrir ofan zy-planid, svo vio getum 14atid nesegja ad heilda yfir
pann hluta sem er i fyrsta attungi (z,y, z > 0) og margfaldad med 4. I fyrsta attungi
einfaldast skilyroid

Lausn: Vio sjaum fyrst ad

0<z<1-—|z]—yl

0<z<l—2z—y, 0<y<l—20g 0<2x<1.

Vid faum pvi heildid
1 l—-x pl—z—y
///de:4/ / / zdzdydx
R 0 JO
1 1—g z=1l—ax—y
= 4/ / [ ] dy dz
0 JO 2—0

:4/1/1z 1—1:2—y) dy dx
y=l-z
—4/ [ )31 dx

y=0

B (1—.1‘)4 =1
_4[4-6] dx

z=0

1
= 5
|

I neestu koflum skodum vid svo tvé algeng breytuskipti { heildum i 3-viddum, nefnilega
sivalningshnit og kdluhnit.



114 Kafli 4. Heildi i 3-viddum

Afingar 4.1

Afing 4.1.1 Vid viljum finna rammal takmarkada ramskikans R sem afmarkast
af z = 92 og plonunum z = 0 og = + z = 1. Vid notum til pess prefalt heildi, par
sem vi0 heildum 1 yfir R. Set;jio rétt mork a heildin hér fyrir nedan (athugio ad roo
heildanna er ekki st sama).

/RdV:///dzdxdy:///dydzdx:1‘;.

Afing 4.1.2 Finnid massa hlutarins 7 ef péttifall (e. density function) hans er gefio
sem (x,y,z) = z. T er sa hlutii 1. attungi (e. 1. octant; x > 0, y > 0 og z > 0) sem
er undir planinu z = 6 — 3x — 2y. Reiknid

/ d(x,y,z)dV.
=

4.2 Sivalningshnit

Sivalningshnit (e. cylindrical coordinates) eru bein utvikkun pélhnita & 3-viddir. Madur
lysir stadsetningu punkts P i R? sem hefur hnitin (x,y, 2) 1 kartesisku hnitakerfi, med
hnitunum r, 6 og z, par sem:

z = rcosb
y =rsinf
z2=z

Til pess ad reikna dV = dz dy dz 1 sivalningshnitum notar madur nakvaemlega somu
aoferd og 1 2-viddum:
1. Skilgreinum fallid F : R? — R3,

x(r, 0, 2) 7 cos 6
F(r,0,z)=| y(r,0,z) | = rsind
z(r, 0, 2) z
2. Reiknum heildarafleidu F,
Er cos 6 %r cos 6 %r cos
9 cosf) —rsinf 0
DF(r,0,z) = | —rsinf ——rsind ——rsinf [ =] sinf rcosf 0
or 00 0z 0 0 1
0 0 0

ar” 26” 92"
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3. Reiknum akveodu Jacobi-fylkisins

cosf —rsinf 0
det(DF(r,0,z)) = | sinf rcosf O
0 0 1

rcosf 0
0 1

sinf 0
0 1

= rcos? f + rsin® 0 = r(cos® 6 4 sin?9) = r.

= cosf — (—rsinf) -

4. Nuer

o

sin@ rcosf
0 0

dx dydz = |det(DF(r,0,2))| drdfdz = rdrdfdz.

Pegar vio skiptum tur kartesiskum hnitum (z, y, z) 1 sivalningshnit (r, 0, z) er

dV =dxdydz = rdrdfdz

m Doemi 4.4 Fall er gefid med formulunni f(z,y, z) = 2y + 2%. Heildid f yfir svadid

D={(z,y,2) eR®: 2>+ 9> <4 0g 0<z og 0<z<1}.

Lausn: Fallid f og svaedio D eru gefin i kartesiskum hnitum (z,y, z). Skiptum yfir i

sivalningshnit (r,0, z). I peim er

f(z,y,2) = f(rcos,rsind, z) = r’cos O sin 6 + 2>

og svaedinu D ma lysa med
0<r<2, —

Heildid er pa

z 2
(/2 (/ (72 cos fsin 6 + ZQ)TdT> d@) dz
—= \Jo
2
1 s r=2
= / (/2 [17’4 cos fsin 0 + 1227"2} d9> dz
0 — 4 2 r=0

/5 (4 cos@sin @ + 222) d9> dz
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[ s

par sem D er svadid milli sivalningshvelanna 22 + y?> = 1 og 2? + y?> = 4 og sem
afmarkast ad auki af0 < 2 <1og0 <z <y.

s Daemi 4.5 Reiknid

Mynd 4.1: Rumskikinn D afmarkast af pessu svaedi 1 zy-planinu og 0 < z < 1.

Lausn:
Vi sjaum ad audvelt er ad lysa pessu sveedi i zy-planinu med pélhnitum og ramskikinn
er svo afmarkadur i z stefnuna a einfaldan hatt. Vid skiptum pvi yfir i sivalningshnit,
par sem

, g2
(x* +y*)dV = ré-rdrdfdz
D 0 Jrn/4 J1
1 /2 2
:/dz'/ d@-/r?’dr
0 w/4 1

T T rt =2
:1'<2‘4)'M

r=1
15
= —T.
16

Afingar 4.2

Afing 4.2.1 Heildid fallid f(z,y, z) = x yfir rimskikann sem er beaedi inni i kdlunni

2242 + 22 = 4a?
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og inni i sivalningnum
z? 4+ % = 2ay.

Afing 4.2.2 Reiknid
/ (z® +y*) dv
T

par sem 7T er sa hluti innan sivalningsins z2? + y? < 4 sem er yfir xy-planinu (z = 0)
og undir planinu z = z.

4.3 Kdaluhnit

Vio skodum nu hvernig ma stadsetja ma punkt 1 riminu med kdluhnitum (e. spherical
coordinates). Til pess ad lysa stadsetningu punkts P i R? med kartesisku hnitin (z, y, 2)
notar maour fjarleegd punktisins fra nulli p og ad auki tvo horn, # sem alveg eins og i
polhnitum og ¢, sem er horn stoduvektors punktsins vid jakvaeoda z asinn. Formualurnar
eru:

x = pcosfsin ¢
y = psinfsin ¢
Z = pcoso

Til pess ad atta sig betur a kiluhnitum borgar sig ad lita 4 Mynd 4.2.
Ath. vid getum lyst stadsetningu hvada punkts i R? sem er med bvi ad taka

0<p<+4+o00g 0<O<2m og 0< ¢ <.

Til pbess ad reikna dV = dz dy dz 1 kdluhnitum notar madur somu aodferd og adur:
1. Skilgreinum fallid F : R? — R3,

x(p, 0, 9) pcosfsin ¢
F(p,0,0) = | y(p,0,6) | =| psinfsing
z(p,0, ¢) pcos ¢

2. Reiknum heildarafleidu F,

(,?ppcosﬁsin(ﬁ jepcosﬁsinqﬁ ;{bpcosﬁsin(b

F(p,0,9) = (ipsin@sinqﬁ %psin@sinqﬁ ;:bpsinesinqﬁ

0 0 0
a—ppcosgb %pcosqﬁ %pcosqb

cosfsing —psinfsing pcosbcosg
= | sinfsing pcosfsing psinbcos
cos ¢ 0 —psin ¢
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Mynd 4.2: Myndreen framsetning 4 kdaluhnitum.

3. Reiknum dkveodu Jacobi-fylkisins

det(DF (p, 8, 9))

cosfsing —psinfsing pcosbcosd
= | sinfsing pcosfsing psinfcoso
cos ¢ 0 —psin g

pcosfsing psinfcos ¢

= cos fsin ¢ 0 _psin¢

— (—psinfsing) -

sinfsin¢g psinfcos @
cos ¢ —psin ¢

sinfsin¢g pcosfsing

+ pcosfcos ¢ - cos ¢ 0

= —p? cos? Bsin® ¢ — p? sin? Osin® ¢ — p? sin? O cos® P sin ¢

— p?cos? O cos? ¢sin ¢
= —p? (sin3 ¢ - (cos? B + sin® f) + cos? ¢sin ¢ - (sin” § + cos? 9))
= —p*(sin® ¢ 4 cos® ¢ sin @)
= —p’sin¢ - (sin? ¢ + cos? )
= —p*sin ¢.
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4. Nu er
dx dy dz = |det(DF(p, 6, $))| dp df dp = p*sin ¢ dp df dop.

Pegar vio skiptum ur kartesiskum hnitum (z,y, z) 1 kdluhnit (p, 6, ¢) er

dV = dxdydz = p?sin ¢ dp df do

m Dcemi 4.6 Reiknum rimmal kilu 22 + y? + 22 < a® med pvi ad heilda fallid 1 yfir
kidluna.
Lausn:

//kﬁladv:/2ﬂ/ﬂ/ap2sm¢dpd¢d9
_/%dg / smd)dqs/

3 p=a
=27 - {7005@5)}(]5_0 l?)]

p=0
4dra’

R

m Dcemi 4.7 Fall er gefid med formidlunni f(x,y,2) = /2?2 + y? + 22 1 kartesiskum
hnitum. Heildid f yfir svee0id

D={(z,y,2) eR3: 2>+ +22<4 og 0<y og 0<z}.
Lausn: Skiptum yfir i kaluhnit p, 6, ¢. Par er

flx,y,2) = f(pcosBsin ¢, psin @ sin ¢, p cos @)

= \//)2 cos? §sin? ¢ + p? sin? §sin? ¢ + p? cos? ¢
= \/p2 sin? ¢ - (cos? 0 + sin? 0) + p2 cos? ¢
= \/p2<Sin2 ¢+ cos2 ) =p

eins og vid var a0 buast og sveedinu D ma lysa med

0<p<2o0g0<0<mog 0<op<

1\3\>1

Heildid er pa

fn = ([ ([ oo )
—/ 51n¢d¢/d0/p

~ [~ w30
= 4.
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m Da=mi 4.8 Reiknid massa halfa boltans H meo geisla a, 1yst med
0<z</a?2 —x2 —y2,
sem hefur breytilegan edlismassa 1 riminu hadan p, gefinn meo péttleikafallinu

f(p7 97 ¢) = ]{3(20, - p)

par sem k er fasti.
Lausn: Vio reiknum

///H h(2a = p)dv = /027r /02 /Oa k(2a — p)p* sin ¢ dp d do

27 z a
:/ d&-/zsin¢d¢-k/ (2ap* — p)dp
0 0 0

¢=3 2 pt p=a
=2m- | — cos ¢ ~k[ap3—]
e on o]
5
= 61{:(1471

s Deemi 4.9 Finnum rammal sveedisins D, sem er inni i kdlunni

2242422 <a?

0<z< /22492

Lausn 1: Deemio snyst um ad finna lysingu & svaedinu D 1 kidluhnitum. Augljéslega
hefur kilan lysinguna p < a. Par sem

og inni i keilunni

z(p, 0, 9) p cos 0 sin ¢
y(p,0,0) | =| psinfsing
Z(p797¢) pCOS¢

og pa
22 +y? = (pcosfsin ¢)* + (psin fsin ¢)? = p? sin” ¢,

0<z<y/a2+y?

0 < pcos¢ < psin .

sjaum vio ad
er jafngilt

Af bessu leidir ao
0<o<t

og eftirleikurinn er audveldur. Vid heildum

//dez/o% de'/oW/4Sin(¢) d¢‘/0ap2 dp = 27 (1_\}5> 6;3

Lausn 2: Vio gaetum allt eins leyst petta deemi med tvofoldu heildi; med pvi ad reikna
fyrst rammalid undir kdlunni 4 réttu svaedi og draga svo fra rimmalid sem er undir
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keilunni 4 sama svaedi. Vid finnum ba fyrst hvar kidlan og keilan skerast til ad finna
hvada svaedi 4 ad heilda yfir. N1 er 4 yfirbordi keilunnar 2% = 22 + y? og ef vid setjum
bad inn 1 formuluna fyrir yfirbordi kdlunnar 22 + 32 + 2? = a? faest

2

a
eda 22 +y% = 5

Py + =yt oyt =d

Keilan og kiilan skerast pvi { hring med geisla a/v/2 og einnig er z = a//2. I plhnitum
er kuluhvelinu lyst med

x2+y2+z2:a2<:>r2+z2:a2<:>z:\/m, b.s. z>0,

og i p6lhnitum er keilan
2=+l s z=r

Vid finnum nd rammalid med pvi ad reikna fyrst rimmalio af

OSTS% og 0<2< f(r,0) =Va%—r?,
b.e.
21 R 1 'r'_i
/ /ﬁ\/a2—r2rdrd0:27r' [—3(@2—7“2)2] v
o Jo r=0

og draga svo fra rimmalid

a
0<r<— og 0<2<yg(r,0)=r,
sr<—5 og 0< < g(r,0)
b.e.
2 %= 1 r=-% 1 3 3
//ﬂr.rdr(w:zw.{,ﬁ} L
o Jo 3 lr=0 3 22 32

Utkoman er eins og adur

3 1 3 1 3
[rdmmal]| = % <2— ) _ T 9 <1_ ) %.
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Aifingar 4.3

Afing 4.3.1 Reiknid

/sm( 2 +y +z)dv
R

x? 492 + 22

par sem

R={(z,y,2) ER®: 22 +9?°+22<4 0og 2>0 og z <0}

Afing 4.3.2 Heildid fallid
fx,y,2) = +y+2

yfir sveedid R, sem er inni i keilunni
2z > 24/ 22 + 92

x2+y2+22§a2.

og einnig inni 1 kdlunni

4.4 Kynning & stikudum fl6tum i R?

Vid skodum nu hvernig stika ma fleti i R?. Vid skodum einungis fleti sem hzegt
er ad lysa sem myndmengi diffranlegs falls r(u,v), skilgreindu 4 svaedi D C R? {
planinu og sem tekur gildi i R?. A9 auki er setlast til pess ad r sé eintaekt 4 D, b.e. ef
r(u,v) =r(u*,v*) pa er u = u* og v = v*, og b.a. vektorarnir

or or
%(U,'D) og %(U,’U)
eru ekki samsida fyrir sérhvert (u,v) € D. Vid segjum ad r stiki flotinn

S :={r(u,v) : (u,v) € D}.

Regla4.4.1 Ef f : R? — R er diffranlegt fall, bd er r : R? — R3,

stikun 4 grafi fallsins z = f(z,y) 1 R3.

Athugio a0 grafio i Reglu 4.4.1 hér a0 ofan er alltaf flotur 1 okkar skilningi pvi

*

u u*
v* =r(u*,v")

r(u,v) = v =

f(u,v) f(u,v7)
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pyoir ad u = v* og v = v* og ad auki eru

1 0
or B 0 @ B 1
6’LL (U,’U) - g(u v) Og av (U,'U) - g(u v)
ou" "’ ov "’

ekki samsioa.
m Dcemi 4.10 Stikid planid z =1 —x —y.
Lausn: Med pvi a0 setja

x
r(z,y) = Y . b.s. (z,y) € R%,
l—z—y
faest stikun a planinu. "

Stundum viljum vid bara stika einhvern akvedinn hluta af fletinum, pa getum vio
takmarkao formengi fallsins.

m Daemi 4.11 Stikid pann hluta plansins z = 1 — 2z — y sem er i 1. attungi, s.s. par sem
z>0,y>00gz2>0.
Lausn: Setjum

x

r(z,y) = y , bs. (z,y) €D.
l—2—y

Hér er formengi fallins
D:{(x,y)eRz : OSySl—xogOSxSl},
sem sést audveldlega fra
0<z2<1l—-z—y pe 0<y<1l-—ux.
n

m Daemi 4.12 Med pvi ad halda einu hniti i einhverju hnitakerfi fyrir R3 fostu faest
flotur 1 R3. Skodum t.d. kiluhnit p, 6 og ¢ :

T = psin¢cosb,
y = psin¢sinb,
Z = pCos .
Héldum p = R fostu. Paerr: [0,7/2] x [0,27] — R3,
Rsin ¢ cosf
r(¢,0) = | Rsingsinf |,
Rcos ¢

stikun 4 halfkaluhvelinu 22 + y? 4 22 = R? og z > 0. .
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Kuluhvelid 22 + y? + 22 = R? m4 stika med r : [0, 7] x [0,27] — R3,
Rsin ¢ cosf
r(¢,0) =| Rsingsinf |,
Rcos¢
par sem fastinn R > 0 er geisli eda radius kdlunnar.
m Dcemi 4.13 Stikid pann hluta plansins z = 142 sem er inni i sivalningnum 22432 < 4.
Lausn: Latumr : D — R3, med
r(z,y) =zi+yj+(1+2)k

og bar sem formengi fallins r er svaedid D sem afmarkast af 22 + y? < 4.

\
\\\
sx\\ N \\\\“
NN \\\
SRR
W ‘\\“‘\\\\“\\\‘
||I||

A
“\‘“‘ ‘ul il
.H;‘l,,“m il

%

/ Mt

g
lv/l%’,’/r’/r’f'l’/’”u’l'{"iﬂ"““l‘""
JI

: \
||{{\“m“\“ “\\\\\‘\\\\\\:\

\\\\\
\\\‘\\\‘“\\\“\\
\

Mynd 4.3: I Deemi 4.13 stikum vid hluta af plani.

m Dcoemi 4.14 Stikid pann hluta skalarinnar z = 22 4 3? sem er undir planinu z = 1 — z.
Lausn: Latum r : D — R3, med

r(z,y) =zi+yj+ (®+1)k
og par sem formengi fallins r er svae0id D sem afmarkast af

(e3) +v <]
X — —.
2 ¥ =7

Svee0id D er reiknad it a eftirfarandi hatt: Vid leysum saman fyrir = og y

1\? 5
2+ =2<1-—=z bpee. (x+2) +y2§1.
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Lysingin 22 4+ y? <1 — 2 4 D er rétt, en hin formulan er betri pvi hin segir okkur ad
D sé hringskifa med midpunkt 1 (—1/2,0) og geisla v/5/2 og lysir pvi svaedinu 4 mun
sjonreenni hatt. "

z-as

y-as

Mynd 4.4: I Daemi 4.14 stikum vid pann hluta af skalinni sem er undir planinu.

4.5 Heildi yfir stikad yfirbord

Hvernig skildi madur heilda fall g yfir stikaoda fleti? Svario er gefid meod formuilunni
/ g(x,y,2)dS = / g(r(u,v))|n(u, v)||dudv.
S (u,v)€la,b] x[c,d]

Hér stendur S i dS fyrir flot (e. surface) og vio purfum einmitt ad skoda pessa steerd nan-
ar. Vid rifjum upp ad fyrir hnitaskipti & R?, gefin med falli F(u, v) = (x(u, v) y(u,v))"
vard dA = dx dy ad dA = |det(DF(u,v))| dudv. Asteedan er su ad

b

ox ox
% ('LL, U) % (U, ’U)
|det(DF (u,v))| = | 5 |
Y Y
%('LL,’U) v (U,’U)
er flatamal samsidungsins sem vektorarnir
ox ox
= () = (u,0)
og
dy dy
% ('LL, U) % ('LL, U)
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mynda.

Latum nu r vera stikun a fletinum S og skilgreinum vektorinn n(u, v) fyrir sérhvert
(u,v) sem

or or
n(u,v) := %(u,v) X %(u,v).

P4 er vektorinn n(u,v) hornréttur baedi a %(u, v) og 6’—z(u, v) og hefur lengd sem er

jofn flatarmali samsidungsins sem g—Z(u, v) og %(u, v) mynda.

Regla 4.5.1 Pegar fall g(z,y, z) er heildad yfir flotinn S, stikadann afr : D — R3,
D CR? er

/g(;v,y,z)ds :z/ g(r(u,v))|n(u,v)||dudv.
S (u,w)eD

Vio skulum nu reikna it lengdina af n almennt fyrir peer stikanir sem vid pekkjum.
Flstur S sem er stikadur med r : D — R3,

u
r(u, v) = v )
flu,v)
hefur normalvigur
ij k
or or, |1 o 901 ar. o,
n(U,U) %(uvv) X %(uw) — ou ——%l—%.] —I—k
of

og lengd pessa vigurs er

= (%) (%) 1

Athugio a0 1 pessum formualum eru

0 0 0 0
=) og =)

foll af u og v.

m Daemi 4.15 Heildum fallid g(x,y, z) = z yfir bann hluta keiluhvelsins z = /22 + y?
semer amilli z=0o0g 2z =1.
Lausn: Vid byrjum 4 ad stika yfirbordid S med r: D — R3,

r(z,y) =zi+yj + /22 + 32k,

bar sem D = {(x,y) € R? : 22 +y? < 1}, pvi 0 < z < 1 gildir einmitt 4 D. Vid reiknum



4.5 Heildi yfir stikad yfirbord 127

nu lengdina af normalvigrinum

0 2 0 2

— G2 2 Y2 42 1
[ (z, y)|| (ax\/w +y) +<8y\/x +y> +
2 2
£ Y
= —— | + | =] +1
1'2 +y2 /[132 +y2

1
\/x2+y x2+y "

og
g(r(z,y)) = g(z,y,\/ 22 +y?) = /22 + 32

svo vid getum reiknad
Jotavras = | el )G, y)ldrdy
:// Va2 +y2V2dx dy
z2+y2<1
2
—\f/ / r-rdrdf

2\[77
3

par sem vio skiptum i pélhnit i sidasta heildinu. n

Skodum nu kuluhvel med geisla R, sem vid getum stikad med r : [0, 7] x [0, 27r] — R3,

z(,0) Rsin ¢ cos 6
r(¢,0)=1| y(¢,0) | =| Rsingsinb
z(¢,0) Rcos¢
Hér er
n(0,) = 52 (6.6) x 55(6.0)
i j k
00 0y 0
=| 96 99 09
o0 oy 0
00 900 06
ST N S P I
96 90 06 00 96 90 06 00 +<a¢ % 00 aa)
Ndu er

dy 0z 0z Oy . .
96 8(9_8¢ i = (Rcos¢sinf) -0 — (—Rsin¢) - (Rsin ¢ cos0)

= R?(sin ¢)? cos#,
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Oor 0z 0z Oz . . .
a(ﬁ~%—8—¢-%—(Rcosd)cos@)-O—(—Rsmgb)-(—Rsmgbsm0)

= —R%(sin ¢)*sin @

og
or Oy Oy Ox

96 90 86 59 = (Rcos¢cost) - (Rsingcost) — (Rcos ¢psinb) - (—Rsin ¢ sin §)

= R%sin ¢ cos ¢p(cos 0)? + R%sin ¢ cos ¢(sin §)?
= RZ%sin ¢ cos ¢.
Sem sagt er

R?sin? ¢ cos O
n(¢,0) = | R?sin? ¢sind
R?sin ¢ cos ¢

og pvi, munum ad 0 < ¢ < 7 svo sin¢ > 0,
In(6,6)]| = \/R4(sin 6)*(cos 6)° + R*(sin ¢)*(sin )2 + R4 (sin §)*(cos 6)?
= R?\/(sin ) + (sin $)2(cos ¢)2
= R?sin ¢/ (sin)? + (cos ¢)2
= R?sin ¢.
m Doemi 4.16 Heildid fallid f(x,y, z) = 22 + y? yfir halfkdluhvelid
22 +1y2+22=R?* og 2>0,

par sem R > 0 er fasti.
Lausn: Niuerr: [0,7/2] x [0,27] — R3,

Rsin ¢ cosf
r(¢,0) =| Rsingsinf |,
Rcos¢

stikun 4 halfkdluskelinni 22 + y? 4+ 22 = R? og z > 0. Pd er

/S f(@,y,2)dS = F(x(6,0))|In(, 0)||ds do

(¢,0)€[0,m/2]x[0,27]

w/2 2w
= / ( / (R?sin? ¢ cos® @ + R?sin? ¢ sin? 6) R% sin ¢ d9> do
0 0

- R /Om (/0% sin3¢d9) do

w/2
= 2rR* / sin® ¢ dop
0
4 /2 9 )
=27R / (1 — cos d)) sin ¢ d¢
0

= 27 R* /10(1 —u?) - (=1)du

u=1

1
=2 R* [u — 3u3}

4
= §7TR4,

u=0



4.5 Heildi yfir stikad yfirbord 129

par sem vid notudum 1 lokin breytuskiptin v = cos ¢ med du = —sin¢, u(0) = 1 og
u(m/2) = 0. "

Samantekio: Pegar vid heildum yfir yfirboro S er
dS = |n(u,v)||dudv.

o Yfirbord stikad med r(u,v) = ui+ vj + f(u,v) k hefur normal med lengd

I, 0) | = \/<g£)2 + @DQ +1.

e Kuluskel stikud 1 kdluhnitum med

Rsin ¢ cosf
r(¢,0) =| Rsin¢gsinf
Rcos¢

hefur normal med lengd
(¢, 0)|| = R?sin ¢.

Afingar 4.5

Afing 4.5.1 Latum S vera pann hluta plansins = + y + z = 1 sem er i fyrsta attung
(x >0,y > 0o0gz > 0). Reiknid
// xyz dS.
S

Afing 4.5.2 Latum S vera yfirbord pess svaedis 7 sem er inni i keilunni
z > /a2 4+ y?

w2+ 22 <4

og sem er lika inni i kilunni

Heildid fallid
f(@,y,2)=2+1

yfir yfirbordio S. "
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Lausnir @ véldum dcemum

Zfing 4.1.1 Vid viljum finna rimmal takmarkada ramskikans R sem afmarkast af
z = y? og pléonunum z = 0 og = + z = 1. Vid notum til pess prefalt heildi, par sem vid
heildum 1 yfir R. Set;jid rétt mork a heildin hér fyrir nedan (athugio ao r60 heildanna

er ekki st sama).

m Lausn

/dV:///dzdxdy:// dydzdxzé.
R 15

1 r1 pl—z 1 pl—z vz 8
/dA:/ // dzdxdy:// / dy dz de = —
R —1Jy2 Jo 0o Jo -z 15

Zfing 4.1.2 Finnid massa hlutarins 7 ef péttifall (e. density function) hans er gefio
sem §(z,y,z) = z. T er sa hlutii 1. attungi (e. 1. octant; z > 0, y > 0 og z > 0) sem er

undir planinu z = 6 — 3z — 2y. Reiknid

m Lausn

/ §(z,y,z)dV.
-

2 3-3z 6-3z—2y
/de:// / z dz dy dx
T

T2
=9.

LB e

3-3z
:5// ’ (6 — 3z — 2y)2dy dx

1 y:3—%x
(6—3x—2 d
2 / |: v y) 2:|y:0 v

12/6 3:/5

T 12 {4 -3

1 .64

Zfing 4.2.2 Reiknid

bar sem 7 er s4 hluti innan sivalningsins 22 + 32 < 4 sem er yfir zy-planinu (z = 0) og

/ (2 + y?) dV,
.

undir planinu z = z.

Kafli 4. Heildi i 3-viddum
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m Lausn Hér liggur beint vid ad skipta i sivalningshnit. P4 er

r2:x2+y2§4 og 0<z<zxz=rcosb

og vid reiknum

™

z 2 prcosf
/(:U2+y2)dV:/2 / / r? . rdzdrdf
T -z Jo Jo

2
™

3 (2,
:/ / r*cos @ dr db
—_= Jo

2

z 2
:/ coséd@-/ r* dr
- 0

SCURSE

(ME]

64
==

Zfing 4.3.2 Heildid fallid
fx,y,2) =0 +y+=z

yfir sveedid R, sem er inni i keilunni

2> 24/ 22 + 92

og einnig inni i kalunni

2 +y? + 22 < a’

m Lausn Sjaum fyrst ad kilan er samhverf um x = 0 og um y = 0 (en ekki um z = 0
par sem vid erum bara meo pann hluta par sem 2z > 0) og fallid = er oddsteett um = = 0
og fallid y er oddsteett um y = 0, svo framlag pessara lida i heildinu er ekkert. Vid
skiptum i kaluhnit p, ¢, 6 og pa eru morkin

2= p P42 <a?

0g

peosp =z > 24/x? +y? = 2\/(pCOSQSin¢)2 + (psinfsin ¢)? = 2psin @,

sem vid umritum sem

1 1
4 =tan¢ < = ogfaum 0 < ¢ < arctan <>
cos ¢ 2 2
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N1 er eftirleikurinn audveldur:

2T ra arctan(%)
[@ryvnav=[-av=["["] peos - p?sin ¢ d dp df
R R 0 0 Jo
1

2 a 3 arctan(g) )
:/ d9~/ p / cos ¢ sin ¢ do
0 0 0

d):arctan( 1 )

1 1
=27 - Z(14 . [2(sin gb)z} o ’
wat . 1 2
= — <sm(arctan <>))
4 2
_ mat 1
405
_ ma!
- 20

Pad ad

(sin(arctan (%)))2 = %

ma reikna meo reiknivél, en einnig er haegt ad reikna petta nakveemlega med pvi
a0 athuga a0 fyrir « > 0 er 0 < arctana = 8 < 7/2 og ba cos 5 > 0. Vid hofum bpvi

sinf sin 8

cosf /1 —sin?B

Vid getum svo einangrad sin § 1 pessari jofnu og faum

arctana = < a=tanf =

sin 3 a eda [ = arcsi ( a >
nf=— = arcsin [ — | .
V1+a? V1+a?
Pvier
sin(arctan )) = sin(arcsin ( a ) S
V1+a? V14a2

Med bvi ad setja « = 1/2 inn i pessa formulu feest svo

(sin(arctan (%)))2 = (%) = (%)2 = é

ZAfing 4.5.1 Latum S vera pann hluta plansins z + y + z = 1 sem er i fyrsta attung
(x >0,y > 0o0gz > 0). Reiknid
// xyz dS.
S

m Lausn Stikum yfirboroid med

x
r:D— R r(ry) = Yy
l—-z—y
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par sem
D={(zr,y) €ER*: 0<y<l-zog 0<x<1}
Nu er normall 4 planid gefinn med
(%(1—m—y)j+k:i+j+k
svo ||n(z,y)|| = v/3. Vid héfum pvi ad dS = /3 dz dy. Reiknum nd

//xyzdS //1 ’ y(1 —z —y)V3dydx

y=1—x

—f/[ (1—x)y 3.@”_ dx

y=0

n(r,y) =~ 2 (17 )i~

\f
\6[/ (x—S:U + 323 —:z)da:
3

1 1 517t
5 { x—x3+3$4—x5]
=0

Zfing 4.5.2 Latum S vera yfirbord pess svaedis 7 sem er inni i keilunni
z > Ja? 4 y?

2 +yt 427 <4

og sem er lika inni i kilunni

Heildio fallid
fle,y,z) =x+1
yfir yfirbor6io S.

m Lausn Sjaum fyrst ad yfirbordid er samhverft um = = 0 og fallid g(x,y,2) = = er
oddsteett um x =0, b.e. g(—z,y,2) = —g(x,y, ), svo

/S(x+1)dsz/$1ds.

Yfirbor6id hefur tvo hluta, keiluhvelido sem vid taknum S; og kulutoppsyfirboroio sem
vid taknum S,, og vid heildum yfir hvorn hlutann fyrir sig. Stikum fyrst keiluhvelid S;

med
r(z,y) =ri+yj+ /22 +y2k,

bar sem (z,y) € R? uppfylla 22 + y? < 2. Normallinn fzest tr formuilunni

0 . 0 .
n(z,y) = —%\/:ﬁ—i—y?l— 8—y\/az2+y2‘] +k
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og pvi er

2 2
un<x,y>r=¢ T+ +i1=v2

22+ g2 2242
Vid heildum

/ 1dS = V2dx dy
S1 x2+y2<2
\/i 2T
~\2 / / rdf dr
0 0

2 \/5
= \f2/ do / rdr
0 0
= 2v/27.
Stikum svo kalutoppshvelid S, med
r(¢,0) = 2sin(¢) cos(#) 1 + 2sin(¢) sin(f) j + 2 cos(¢) k,

par sem vid nyttum okkur ad vid pekkjum kudluhnit. Morkin &4 ¢ og 6 fast sem
0 < 0 < 27 og skilyrdid z > /22 + 3?2 er 1 kdluhnitum

pcosp =z >/z?2+y? =psing, pe. 0< ¢ < %,

svipad og vid sdum i lausninni 4 Deemi 4.3.2.

Vid notum svo beint formuluna fyrir lengd normalsins ||n(¢, 0)|| = R?sin ¢, sem vid
hofum leitt ut og faum |n(¢,0)|| = 4sin ¢.

Vid heildum

/O%/félsin(qb)dqbd&:élﬂm [—cow}zz;‘z — 87 (1— ?)

Samantekid hofum vid pvi

/(a:+1)d5:/1dS:/ 1dS + [ 1dS=2v27 +4(2— v2) 7 = 2(4 — V2)r.
S S S1

Sa
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I pessum hluta kynnumst vid vektorsvidum og eiginleikum peirra. Vid fjollum sér-
staklega um vardveitin vektorsvid og maetti peirra, sem eru afar mikilveeg hugtok i
e0Olisfraedi. Auk pess laeerum vid ad heilda vektorsvio eftir ferli. Athugio ado vektorsvio
eru einnig kollud vigursvio, alveg eins og madur talar jofnum hondum um vektora og
vigra.

Tolusvid og vektorsvid
Foll af gerdinni f : R? — R kallast t6lusvid (e. scalar field).

s Deemi 5.1 Dzeemi um t6lusvid er fall f : R? — R, sem gefur hitastig sem fall af
stadsetningu. ]

Foll af gerdinni F : R?> — R3 (stundum lika F : R?> — R?), eda almennar
F: D — R" par sem D C R", eru kollud vektorsvio (e. vector field).

Pegar vio tolum um vektorsvid gerum vid yfirleitt rad fyrir ad allir lidir fallsins F
hafi samfelldar hlutafleidur af 61lum stigum, p6 ad tilvist og samfelldni annarsstigs
hlutafleidona neegi samt fyrir flest sem a eftir kemur.

m Daemi 5.2 Stigull falls f : R” — R er vektorsvido Vf : R” — R". Ef f(z,y, z) meelir
t.d. hitastig, pa gefur vektorsvidid Vf : R?> — R3 { punktinum (z,y, z) upplysingar
um 1 hvada stefnu hitabreytingin er 6rust ut fra punktinum (z,y, 2). "

Yfirleitt leetur madur gildi vektorsvids, p.e. F(z,y, z) 1 einhverjum punkti (z,y, 2),
vera dalkvektor. Stigull V f t6lusvids f er yfirleitt 14tid vera linuvektor. Samt talar
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madur um ad stigullinn Vf sé vektorsvido og meinar pa eiginlega fallid (z,y,z) —
(Vf(x,y,2))’. Pegar engin heetta er 4 misskilningi eda pegar bad skiptir ekki miklu
mali, pa talar madur samt bara um vektorsvidid Vf. Munurinn a linuvektor og
dalkvektor skiptir helst mali i fylkjamargfoldun og i tilfelli vektorsvida pa t.d. i
Keogjureglunni.

m Daemi 5.3 Dzemi um vektorsvid E : R? — R? er rafsvid sem myndast af hledslu,
E(r) = Ei(r)i+ Ex(r)j+ Es(r) k.
Vigursvidid E 1 punkti r = (z,y, 2) gefur ba stefnu og styrk rafsvidsins i punktinum. =

Svidslinur

Vio getum sé0 t.d. rafsvio fyrir okkur sem svidslinur sem ganga 1ut fra hledslunum
sem valda rafsvidinu. Vio finnum svidslinur med pvi a0 setja upp diffurjofnu sem ma
leysa med svokolludum aoskilnadi breytistaerda. Fyrir vektorsvio

F(l‘,y, Z) = Fl(xa Y, Z)i + FQ(J:’ Y, Z)j + Fg(ﬂf,y, Z)k

setjum vid upp diffurjofnuna

dr dy dz
P BB
» Deemi 5.4 Finnum svidslinur fyrir vigursvidid v : R? — R2, v(z,y) = —yi + zj.

Lausn: Vio setjum upp diffurjéfnuna

d d
L N rdr = —ydy

og heildum badar hlidar:
/a:da::—/ydy s 2?=—y*+C o 22+ =C, CeR.

Sem sagt eru svidslinurnar hringir med midju i null. "

Vigursvidio 1 Deemi 5.4 er haegt ad teikna i Matlab med pvi ad nota skipanirnar

x==2:0.2:2;
[x,y] = meshgrid(x, x);
quiver (x,y,-y,%x,1.5)

m Deemi 5.5 Finnum svidslinur fyrir vigursvidid F(z,y,r) = 221+ 2222j + 2% k.
Lausn: Byrjum a ad setja upp diffurjéfnuna.

da_ dy _a:
xz 222z %

Leysum fyrstu tvo hluta saman og faum

d d 222 d d
@o_ Yo, e 24 /2a:dm:/dy o *=y+k keR
Tz 212z x z
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25

y-as
o

Mynd 5.1: Hér sjaum vid vigursvioio i Deemi 5.4 og svioslinur pess fyrir C' = 1,2, 3.

Leysum svo seinni tvo hlutana saman og faum

dy dz z2 dy 1 1 1 5
572, — 2 & 572 =zdz & i/dy:/zdz & §y:§z +c, ceR

Svidslinurnar eru skurdferlar pessara tveggja mengja af plonum y = 22+ k og y = 2> +c,
¢,k eR.

Afingar 5.1

Afing 5.1.1 Teiknid mynd af vigursvidinu F(z,y) = V(zy + 2z) og finnid svidslinur
pess. Haegt er ad nota skipunina quiver i Matlab til ad teikna vigursvioio. m

5.2 Varoveitin vektorsvid hafa meetti

Latum nd ¢ : D — R, bar sem D C R3, vera eitthvert t6lusvid. Pa er fallid G : D —
R3,
G(x) = [Vo(x)]",

vektorsvio. Fallio ¢ er sagt vera metti (e. potetnial) vektorsviosins G.
N1 er edlileg spurning: Hafa 611 vektorsvid meetti? Med 6drum ordum: Ef F : D — R3,

bar sem D C R3, er eitthvert vektorsvid, er pa til télusvid ¢ : D — R b.a. [Vé(x)]T =
F(x) fyrir 6ll x € D?
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Skodum F : R3 — R3,

x Fl(xayaz)
z Fg(ﬂi‘,y,Z)
Paer
@(x z) =
ay 7y7 -
og
F:
o ey =1

Pess vegna getur F ekki haft maetti! Af hverju? Ef F heféi meetti ¢ : R3 — R, p.e.
9¢

%(xvya Z)
T a¢ Fl(xaya Z)
[V(b(x,y,z)] = ai(xvyaz) = FQ(.%,?J,Z) :F(x7y72)7
Yy
Fg(fﬁ,y, Z)
99
a(l‘vya Z)
a0 pa mundi gilda
oF, 9% 9% O,
Ty(l‘ayaz) - M(x?y, Z) - 6.%83/(:6’3/’2) — %(mayaz)a

en vid vorum ao sja ad

0F OF:

2
= — _— = 1.
0 ay (96'7.% Z) 7é o (x7y7 Z)

Svarid er pvi almennt nei, vektorsvid hefur ekki endilega maetti.

I Skilgreining 5.2.1 Vektorsvid F : D — R?, par sem D C R?, sem hefur meetti er sagt
vera vardveitid (e. conservative).

Athugid ad naudsynlegt, en ekki naegjanlegt, skilyrdi fyrir pvi ad vektorsvid
F:D—R?F=Fi+Fj+ F;k, hafi meetti er ad

OF;  OF, OF;  OF, OF, OF,

oy 02 % or o 8 ow oy

Mebd pessu er oft haegt ad utiloka 4 audveldan hatt ad gefio vektorsvio sé varoveit-
10.

m Daemi 5.6 Pyngdarsvid jardar er vektorsvid F : D — R3 sem tdthlutar sérhverjum
punkti med stoduvektor r € R? vektor F(r) b.a. 4 massa m sem er stadsettur i r virkar
krafturinn mF(r).

Almennt myndar punktmassi M med stadsetningu i rg = (xq yo 20)7 € R? pyngdarsvid

r—Tg

Fr)=-GM———_
(x) e —rolP
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i riminu, sem er vardveitid { R\ {ry}. Vid synum ad petta vektorsvid sé vardveitid
med pvi ad syna ad F hafi meetti. Nanar tiltekid, synum vid ad

. GM
[ — ol

¢(r)
sé meetti fyrir F.

Medr = (z y 2)T gildir

%(r):a( e )
Oz 0 \ (& = 0)? + (y = 90)* + (= = 20)2)2

1 GM
D) 2 2 2\3 2z = 0)
((x —20)? + (y —yo)* + (2 — 20)?)2
 —GM(x — xo)
[ — rolf?
Med samskonar reikningum sér madur ad
9 —GM(y — o) 9 —GM(z - )
—or)= ———~+ og —Pr)=——"—"—"""=.
e e R L R P
En paer
[V(ﬁ(l‘)]T _ (—GM(&Z — :Co) _GM(y — yO) _GM(Z - ZO)>T
[ —xo? [r —xo? [r —xo?
—GM [T
e —pa3 | Y Y0
fe=xoP (Y%
=F(r)
og vid hofum synt ad ¢ er meetti fyrir F og par med er F varoveitio vektorsvio. "

m Deemi 5.7 Er vektorsvioid F(z,y) = i — yj varoveitio? Ef svo er pba finnid maetti
fyrir F.
Lausn: Athugum fyrst ad

oF __ oF,
oy Oz
svo F er mogulega geymio. Athugum hvort vio getum fundid maetti. Leysum fyrst
0 z?
g = &= oly) = 5 +9(y)
0g sVo
oo s
@-yﬁdaw— 5 @)

Hérna eru ¢(y) og f(z) einhver 6tiltekin f6ll af y og =. Ef pessar tveer jofnur fyrir ¢
eru samra@manlegar hofum vid fundido meetti. Athugum ao

2 2
- ¥y, r

uppfyllir baer badar med g(y) = —y?/2 1 beirri fyrri og f(z) = x?/2 1 beirri sidari. Par
med er ¢ meetti fyrir F og vektorsvioid F er varodveitio. "
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Afingar 5.2

Afing 5.2.1 Akvardid hvort vigursvidid F : R2\{(0,0)} — R2,

zi+yj

F(z,y) = W

sé varoveitid (geymio, e. conservative) og finnido meetti (e. potential) pess ef svo er. m

Afing 5.2.2 Akvardid hvort vigursvidid F : R3 —s R3,
F(z,y,2) = 2zy®sin(2) i 4 322y? sin(2) j + 22y cos(2) k,

sé varoveitid (geymio, e. conservative) og finnio meetti (e. potential) pess ef svo er. m

5.3 Ferilheildi vigursvida

Latum F : R? — R? vera vektorsvid og latum C vera feril i R3. Latum r : [a,b] — R3
vera einhverja stikun a ferlinum C. Ferilheildi F eftir ferilinum C er na skilgreint sem
heildid

b
/CF-dr:/a F(r(1)) - ¥ (1)dt.

Syna ma ad petta heildi er 6had stikuninni r, nema hvad ao ef a er upphafspunktur C
og b er endapunktur C, ad pa skiptir mali hvort madur stikar fra a til b eda fra b til a.
Mabdur parf sem sagt ad taka pad fram sérstaklega.

Annar rithattur sem oft er notadur fyrir ferilheildi vektorsvids
F(r)=Fi(r)i+ F>(r)j + F3(r)k

eftir ferli C er
/F1d1:+F2dy+F3dz.
C

Mabdur getur hugsad sér ad dr = (dz,dy,dz) og ba begar innfeldi F og dr er tekio faest
einmitt

/F-dr:/(Fl,Fg,Fg)-(d:c,dy,dz):/Flda:+F2dy+F3dz.
C c C

Enn annar rithattur sem oft er notadur er

/F-'i‘ds.
C

Hér hugsar madur um dr = T ds, par sem T er einingarvektor i stefnu r/, sem sagt
einingarsnertill (e. unit tangent) ferilsins, og ds er 6rsmadarbogalengdin eins og pegar
fall er heildao eftir ferli.
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Ef C er lokadur ferill, p.e. til er stikun a ferlinum med upphafspunkt a og endapunkt
b b.a. a = b, pa ritar madur oft

wah,(%FMm+Edy+&dzeM.fjﬂT%
C C C

fyrir ferilheildid yfir vektorsvidid. Hringurinn a a0 takna ad ferillinn sé lokaour.

m Dcemi 5.8 Latum F(z,y) = y%i + 22yj vera vektorsvid og C vera linustykki med
upphafspunkt 1 (0 0)7 og endapunkt i (1 1)7. Reiknid ferilheldi F eftir C.
Lausn 1: Vid stikum C med r: [0,1] — R3, r(t) = (t t)T. Paer

1 t2 1 1 9
[oreae= [Rwonerwa [ (1) (1)@= [ aa -

Lausn 2: Vid stikum C med r : [0,v/2] — R2, r(t) =27 2(¢t t)7. Pd er

V2 1 (1
/CF-dr:/ F(x(t)) - <1> dt
t2/2 1
“ak () ()

Nidurstadan er sem sagt su sama fyrir badar stikanir eins og 4 ad vera. "

Fyrir vardveitin vektorsvid F : D — R3, bar sem D C R?, er ferilheildid yfir einhvern
feril einungis had upphafs- og endapunkti ferilsins, svo framarlega ad D sé saman-
hangandi svaedi 1 R3. Samanhangandi pydir ad haegt er ad tengja saman sérhverja tvo
punkta a og b { D med ferli sem liggur { svaedinu D. A ensku kallast samanhangadi
svae0i connected eda path connected.

Einfaldlega samanhangandi svaedi (e. simply connected) er lika mikilvaegt hugtak.
Samanhangandi svaedi kallast einfaldlega samanhangandi, ef sérhvern einfaldan
lokadan feril inni i svaedinu ma draga saman i einn punkt 4 samfelldan hatt an pess a0
ferillinn fari dt ar svaedinu. Deemi um einfaldlega samanhangandi sveedi er t.d. opin
hringskifa 1 planinu. Daemi um svaeodi sem ekki er einfaldlega samanhangandi er
sama hringskifa, par sem einn punktur x, t.d. midpunkturinn, hefur verid fjarlaegd-
ur. Astadan er su ad einfaldan lokadan feril sem umlykur pennan punkt x, er ekki
haegt ad draga saman 1 einn punkt 4n pess ao ferillinn skeri punktinn x einhverntiman.

Hvad med kilu 1 raminu, par sem einn punkt}uﬂ hefur verid fjarleegdur? Hvad ef heil
lina sem fer i gegnum kiluna er fjarleeg6? I fyrra tilfellinu er sveedid einfaldlega

samanhangandi en ekki i pvi sidara.

Eftirfarandi stadreynd er mjog mikilvaeg.
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Regla 5.3.1 Latum F : D — R3 vera vektorsvid, par sem D C R3 er samanhangandi
svee0i. Pa eru eftirfarandi fullyroingar jafngildar:

(a) F er vardveitid vektorsvio.

(b)

j{F-dr:O
@

fyrir alla lokada ferla C sem liggja i D.

(c) Efa og b eruiD og C; og Cs eru tveir ferlar sem liggja i D og hafa a sem
upphafspunkt og b sem endapunkt, pa er

F.dr = F.dr.
C1 C2

(d) Ef D er einfaldlega samanhangandi sveedi, pa er
VxF=0

jafngilt skilyrounum (a), (b) og (c).

Til pess a0 atta okkur a lidoum (a), (b) og (c¢) 1 reglunni hér ad ofan getum vio skodad
vardveitid vektorsvid F : D — R3, D C R?, med maettid ¢ : D — R. Latum C vera
feril 1 D med upphafspunkt a og endapunkt b. Pa er audvelt ad heilda vektorsvioio
F yfir ferilinn C, stikadan fra a til b, og nidurstadan er

L e = ob) — o(a)

Svona er petta vegna pess ad fyrir hvaoa stikun r sem er gildir skv. Kedjureglunni

(¢Oﬂiﬂ=j%¢@@D=%V¢@@»hﬁﬂ=4V¢@@DF-WGP=F@@D'f@)

svo ef r : [a,b] — R? er einhver stikun & ferlinum C med a = r(a) sem upp-
hafspunkt og b = r(b) sem endapunkt, ba er

b
/CF-dr:/a F(r(t)) - ¥(1) dt

::L%¢oﬂ%wm

= (¢or)(b) - (¢or)(a)
= ¢(x(b)) — o(r(a))
= ¢(b) — o(a).

Ut fra pessu eetti ad vera ljést ad fyrir vardveitid vektorsvid F hljéta (b) og (c) ad
gilda. Athugio einnig a0 ferill C sem er settur saman ur ferlum C; og C; eins og
i (b), nema hvad C; er stikaour i 6fuga att, ef lokadur ferill. Svolitid erfidara er
a0 atta sig a pvi ao ef (b) og (c) gilda fyrir vektorsvio F, ad pa hljéti pad ad vera
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varoveitio. Pao er yfirleitt gert meo pvi ad festa einhvern punkt a og lata hann
vera upphafspunkt ferils C og skilgreina svo

o(x) = / F-.dr, xerendapunkturC.
c

Pao er ekki mjog erfitt ad syna a0 slikt ¢ er vel skilgreint ef (b) og (c) gilda og ad ¢
er meetti fyrir F. T.d. til pess a0 sja ad

0
(%) = Fi(x)

skodar madur fyrir litil 4 ferilsbut stikadan med r : [0,h] — R3, r(t) = x + ti. Ef
vi0 latum nu C, vera ferilinn sem faest med ad baeta aftan vio ferilinn C, sem er med
a sem upphafspunkt og x sem endapunkt, ferilbitnum med x sem upphafspunkt
og x + hisem endapunkt, faest

a . (X4 A1) - B(x)
ox (X)_hli}})l#r h
= lim 1< F-dr—/F-dr)
h—0+ h \Jc, c
= li 1 hF t '(t)dt
= im = ["Fa®)-r)
.1 hF o
:hlg(r)hrﬁ /0 (x+¢ti)-idt
1 h
= lim — (/ Fl(X—l-ti)dt)
h—0+ 0
= [ (x)

Vid notudum Hoéfudsetningu Staerdfraedigreiningarinnar i sidustu linunni. A sama
hatt synir madur ad

5000 = Fa(x) og 1-0(x) = Fa(x)

og bar med er synt ad [Vo(x)]” = F(x).
Aubvelt er ad atta sig 4 pvi a0 lidur (d) er naudsynlegt skilyrdi og gerum vio pad hér

a0 nedan. Pad ad lidur (d) sé naegjanlegt skilyroi ef D er einfaldlega samanhangi
svaedi er toluvert erfidara og verour ekki farid nanar at i pa salma hér.

Hvad er V x F og hvadan kemur pad?

Pegar vid erum ad fjalla um f6ll af 3-breytisteerdum pa er diffurvirkinn V skilgreindur

sem
0 0 0
V—(ax ay a)'
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Taknstaedan V x F, kollud rot F, getur madur reiknad sem krossfeldio

i ik
Gupo| D D0 (0 oy (on Ry, (06 ony,
oz oy 0z  \ oy 0z Ox 0z Ox oy )

F, F, Fj

Stundum er ritad curl F eda rot F fyrir V x F. R6t F samsvarar hvirflum i vektorsvio-
inu F, vid kynnumst pvi nanar sioar.

m Deemi 5.9 Latum F : D — R3, D C R3, vera vardveitid vektorsvid med maetti
¢:D— R. Pe.

% (@9.2)
ax ) y7

0
F(z,y,2) = ;jm,y, 2)

o
&('%3 Y, Z)

Synid ad V x F = 0.
Lausn: Nu er

OF3 OFy)\ . oF; OF1\ . oFy, O0F
F=-|—-——]i-|—-— —~ _— )k
VX (83/ 82)1 (838 8z)']+(8x 83/)
0g
_ 09 _ 09 _ 09
Fl_@x’ F2_8y 8 F3_8z‘

Vio notfeerum okkur nad ad r66in a hlutafleidunum skiptir ekki mali og reiknum 1i6
fyrir 1i0

OFy OF, 90 999 % o

oy 0z  Oydz 0z0y Oydz 020y

OFy OF 996 90 P o

ox 9z  0rdz 0z0r Oxdz 0z0r

og
OF, OF 006 009 0% 0%

Oz oy Oxdy Oydxr 0xdy B oyox

Sem sagt er

VxF(z,y,2) =0i+0j+ 0k =0.
|

Sidasta deemi synir ad naudsynlegt skilyrdi til pess ad F : D — R3, D C R3?, sé
varoveitio vektorsvid, p.e. ad F hafi maetti, sé ad

V xF(z,y,2) =0

fyrir 611 (z y 2)T € D. Regla 5.3.1 segir okkur ad betta skilyrdi sé lika nsegjanlegt ef D
er einfaldlega samanhangandi svae0i.
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Annar mikilveegur diffurvirki 4 vektorsvid F : R? — R? er uppspretta (e. divergence)
pess, taknud

Ve F(x7 Y, Z) = iFl(x7 Y, Z) + aayFQ(xa Y, Z) + ;ZF?)(Q;’ Y, Z)‘
Athugid ao litid mal er ad skilgreina uppsprettu V « F vektorsvios F : R” — R” fyrir
hvada n sem er, en einungis er mogulegt ao skilgreina rotid V x F ef n = 3.

Vid segjum ad vektorsvid F sé uppsprettulaust (e. solonodial) 4 svaedi D C R3 ef
V- F(z,y,z) = 0 fyrir 6ll (z,y,2) € D. Vid segjum ad vigursvioid sé hvirflalaust
(e. irrotational) 4 svaedi D C R? ef V x F(z,y,2) = 0 fyrir 61l (z,y,2) € D.

m Daemi 5.10 Daemi tr edlisfraedinni par sem talad er um uppsprettu og rét eru jofnur
Maxwells, sem eru pungamidja klassiskrar rafsegulfraeoi:

1)

V.E(tx) = p(t,X)7
€0
ii)
V:B(t,x) =0
iii)
0B
V xE(t,x) = —uow(t,x)
iv)
V xB(t,x)=dJ + eoa;t](t,x)

I pessum jéfnum taknar E rafsvid, B segulsvid, p hledslupéttleika og J straum. ¢ og
io eru natturufastar. Lausleg talkun er
1) Hledsla er uppspretta rafsvids
i1) Segulsvid hefur ekki uppsprettu
iii) Breyting a segulsvidi hvirflar upp rafsvioi
iv) Straumur og breyting a rafsvioi hvirfla upp segulsvidi

m Daemi 5.11 Gefid er vektorsvidiod

eY e¥
F(r,y,2) = (xy —sinz)i+ (x2 — z)'] + <z2 — xcosz) k.
i) Er F vardveitid 4 sveedinu D = {(z,y,2) € R® : 2 > 0}? Ef svo er, reiknid ba
meetti fyrir F.
ii) Reiknid ferilheildi F yfir ferilinn C, sem gefinn er med stikuninni

- cost
r: [0, 5] —R3 r(t)=| sint

™

Lausn: Leysum fyrst 1i0 1). Athugum ad

9 0 o
@Fl(xvyvz) - aiy (%y—SIDZ) =z
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0
¢ 0 0 (45 €
- Ia(z,y,2) = B (90 - ) =2z

or z
svo V x F # 0 og pvi er F ekki varoveitio (hefur ekki maetti).

Snium okkur nu ad 1i0 ii) og reiknum ferilheildio af F yfir C og faum

/CF-dr:/o F(r(t)) - (1) dt

costsmt — sin(m) —sint
= / cos?t — L exp(sint) «| cost |dt
2 exp(sin t) — cost cos(m) 0

3 1
= /2 <— costsin®t + cos®t — — exp(sint) cos t> dt
0 T

3 1
= /2 (— costsin®t + (1 —sin?t) cost — — exp(sin t) cos t) dt
0 T

2 g1 N L

= {smt — —sin” ¢t — — exp(sin t)}
3 T t=0
1, 1-c
3 T

m Dcemi 5.12 Gefid er vektorsvioid

y y
G(z,y,2) = (zy —sinz)i+ (;x2 — 6)]4— (e —a:cosz)k

i) Er G vardveitid 4 svaedinu D = {(x,y,2) € R® : z > 0}? Ef svo er, reiknid pa
meaetti fyrir G.
ii) Reiknid ferilheildi G yfir ferilinn C sem gefinn er med stikuninni

- cost
r: [0, 5] —R3 r(t)=| sint
™
Lausn: Leysum fyrst 1i0 i). Nud er
i j k
VxG=|2 2 2
Gy G2 Gs
_(aGg_aCh)i (26 061, (%62 000y
N ox 0z J ox y
( ) —cosz+cosz)j+ (x—x) k

og D er einfaldlega samanhangandi svaedi svo G hefur maetti ¢ skv. Reglu 5.3.1 (d).
Til pess ad finna meettid skodum vid ad

9¢
ox

=G =y —sin z,
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SVO .
o= /(a:y —sin z)dx = §$2y —xsinz + Ci(y, 2),
bar sem (' (y, z) er eitthvert 6tiltekio fall af y og 2. Einnig er
0¢ 15 €
e, =2
oy 279" 2’
SVO . y ) y
Y A (e B 1 L
qb—/(Qx Z>dy—2xy Z—I—C'g(as,z)7
pbar sem Cy(z, z) er eitthvert o6tiltekio fall af x og z. A9 lokum er
9 _q, -
5, = 03= 5 —xcosz,
SVO

e¥ e¥
o= / (2 - xcosz) dz=—— —zsinz 4+ Cs(x,y),
z z
bar sem C5(z,y) er eitthvert 6tiltekio fall af = og y. Nd sjdum vio ad

1 y
o(z,y,z) = §x2y—azsinz— %—I—C’,

par sem C' er einhver fasti, er maetti fyrir G. Me0 pessu ¢ er
Y 1
Ci(y,z) = —%—i—C, Cy(z,2) = —xsinz+C og Cs(z,y) = ixgy—i—C

og allar jofnurnar ad ofan ganga upp. P.e. vido getum fundid f6ll Cy(y, z), Ca(z, 2) og
C3(z,y) an pess ad pao leidi til métsagna 1 formuilunum.

Snium okkur nua ad 1i6 ii) og reiknum ferilheildido. Pad er miklu audveldara ad
reikna pad nana heldur en i sidasta deemi, af pvi a0 nd héfum vid meetti. Ferilheildio
af G yfir C er:

[ G = 6e(m/2) — 6(2(0)) = 60, 17) — 6(1,0,m) = 4~ =2,

™ s s

m Daemi 5.13 Ef vid skodum tvo sidustu deemi pa sjaum vio ad
1 2. 1 2.
F(l‘ayv Z) = G(‘T’yv Z) + ix J= ng(:ﬂ,y, Z) + §x J.

Vid reiknum fyrir ferilinn C stikadann eins og i deemunum ad

1, 1 (3 4 1
—ztdy = ~ tdt = -
L2$ Y 2/0 COS 3,

sem atti ekki ad koma a 6vart! (Af hverju ekki?) n

Pad er ahugavert ad bera saman lausnirnar i deemum 5.11 og 5.12. Skilyroio
V x F # 0 4 einfaldlega samanhangandi svaedi pyoir einmitt ad reikningarnir a4
meettinu ¢ eins og i lausninni 4 Daemi 5.12 ganga upp. Til pess a0 sja petta betur
skulum vio reyna ad nota samskonar adferd i Daeemi 5.11. N1 er

Yy y
F(z,y,2) = (xy —sinz)i+ (l’Q— e—)j—i— <e— —mcosz)k

z 22
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svo vio pyrftum ad hafa fyrir meetti ¢ ad

gi =F =2y —sinz,
SVO "
o= /(:L"y —sin z)dz = §m2y —zsinz + Cy(y, 2),
bar sem (' (y, z) er eitthvert 6tiltekio fall af y og 2. Einnig er
0o 5 €Y
=2
Ay 2=7 z’

svo naudsynlega er
y y
¢ = / <x2 — eg) dy = 2%y — % + Ca(x, 2),

bar sem Cy(z, z) er eitthvert 6tiltekio fall af = og 2. A0 lokum yrdi ad gilda

0¢ ey
=S
0z 37 2

— X CoS 2,

SVO
ey ey
b= / (2 —xcosz) dz = —— — xsinz 4+ C3(z,y)
Z’ Z

par sem Cs5(z,y) er eitthvert 6tiltekio fall af = og y.
Pessi skilyroi eru ekki samraemanleg! Med pvi a0 skooa tveer fyrstu jofnurnar
fyrir ¢ sjaum vid ad

1 y
se%y —asinz + C1(y,2) = ¢ =y — = + Ca(a, 2),
b.e.
145 e¥ .
Y= (C’l(y, z) + z) + (C’g(x,z) —i—xsmz).

Takid eftir ad vid hofum enga moguleika 4 ad mynda lidinn —0.52%y med pvi ad
velja snioug f6ll C4(y, z) og Ca(x, z). Pad er 6mogulegt ad finna foll Cy(y, z) og
Cy(z, z) b.a. pessi jafna sé uppfyllt fyrir 61l (x,y, z) € D og bvi getur F ekki haft
meetti.

Afingar 5.3

Afing 5.3.1 Tveir langir leidarar liggja samsida z-as og hafa = og y hnitin (z,y) =
(—=1,0) og (z,y) = (1,0). Jafna segulsvidsins i zy-planinu (melt i hengtugum
einingum) er gefin med

(z—1Dj—yi  n((z+1)j—yi)

Pl = e Y ey
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par sem fastinn n > 0 lysir 6samhverfu segulsvidsins. Athugid ad virarnir eru
6endalega langir pannig ad b er ekki hao breytunni z, og pbar sem virarnir liggja
samsida z-as pa hefur svioid engan z-patt. Sem sagt er jafna segulsvidsins eins i
6llum plonum sem eru samsida zy-planinu.
a) Synio ad vektorsvidid b(x, y) er uppsprettulaust (e. solenoidal). P.e. synid ad
V.b(z,y) =0.
b) Teiknid upp vektorsvioio fyrir n = 1.5.

Afing 5.3.2 Reiknio ferilheildid af vigursvidinu
F(z,y,2) =zi—yj+2zk

eftir ferlinum

fra (0, 0, 0) til (2, 4, 8). .

Afing 5.3.3 Gefid er vektorsvidid F : R? — R3,
F(z,y,2) =yzi+x2,j+ zyk,
og ferill C, sem er stikadur med r : [0, 57] — R3,

r(t) = cos(t)i+sin(t)j + tk.

/Fodr.
@

Reiknid ferilheildid

Afing 5.3.4 Gefid er vektorsvidid F : R? — R3,
Flz,y,2) =2z —-y—2)i+ 2y—2)j+ (22— 2) k.
Latum C vera skurdferil
z=a>+4y? vid z=3z— 2y,

attadan rangsaelis midad vid ad horft sé nidur & zy-planid. Reikniod

/F-dr.
@
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Afing 5.3.5 Gefin eru vigursvidin F : R? — R3,
F(z,y,2) = 20y2?i + (2222 + zcos(y2))j + (22yz + ycos(yz)) k
0og G:R3 — R3,
G(z,y,2) = 2xyz2i + (2222 + zcos(yz) — 22y)j + (22%yz + y cos(y2)) k.

a) Stikid ferilinn C sem feest pegar z = /22 + y2? sker planid » = 2, attadan
rangsaelis midad vio ad vido horfum ofan a zy-planio fra poésitiva z-asnum.

b) Er vigursvioio F geymid (varoveitio, e. conservative)?

¢) Finnid meetti vigursvidsins F ef pad er til.

d) Reiknid ferilheildin
/ F.dr og / G- dr.
€ @

Afing 5.3.6 Gefid er ad vigursvidid F : R? — R3 er vardveitid med maettid

1
[ — o[>

¢(r) =

bar semr = (z, y, 2)T € R3 ogry = (a, b, c)T er fastavigur. Finnid vektorsvidid
|

Afing 5.3.7 Synid ad vektorsvid af gerdinni G(z,y,z) = V x F(z,y, z) er uppsprettu-
laust (e. solenoidal), p.e. ad V- G(z,y, z) = 0. n

5.4 Floedi vektorsvids i gegnum stikadan fl6t

Svipad og madur getur reiknad ferilheildi vektorsvios F eftir ferli C, ritad
/ F.dr eda stundum / F-Tds,
c c

getur maodur reiknad flaedi vektorsvids F (e. flux of F) i gegnum stikadan flot S, ritad
/ F.dS, // F.dS eda /F-Nds.
S S S

dS = |n(u,v)|dudv

Par sem

eins og vid sdum i Kafla 4.5 (sja einnig samantekt 4 bls. 129) og

.\ o n(u,v)
NCa) = g, o)

er einingar normalvigur 4 yfirbordid S. Ef vid stikum yfirbordid med r : D — R3,

r(z,y) =zi+yj+ f(z,y)k,
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er normalvigur a yfirbordid gefinn meod formulunni

of . .
n(xvy) :_a'il_ayJ+kv

eins og vid hofum aodur séd. Vio hofum pa ad

R n(l’,y)
dS=NdS =+——|n(z,y)| dx dy = tn(x,y) dz dy,
IID(%y)HH (z,9)l (z,y)

par sem formerkid raedst af pvi 1 hvora attina i gegnum yfirbordid vid viljum finna
fleedid. Fyrir flaedi upp i gegnum yfirboroid, p.e. i stefnu jakvaeda z-assins, er formerkio
plus, en fyrir flaedi nidur 1 gegnum yfirbordiod er formerkid minus. Vid getum pa reiknad
fleedisheildio med

/ F.ds= / F-NdS = / F(r(z,y)) «n(z,y) dz dy.
S S D
ef fl&did er upp i gegn, en annars faum vido sama heildi med neikveedu formerki.
m Deemi 5.14 Finnid flaedi (e. flux) vigursvidsins F : R? — R3,
F(z,y,2) = zi+yj,
upp i gegnum yfirborodid S, sem er sa hluti
z=1-—2%— y2

sem er yfir ofan xy-planio. M.6.0. Reiknid

//SF-dS.

Lausn: Stikum yfirbordido med

x
r(z,y) = y , bs.®+y* <L
1—22— y2
Nuaer
n(z,y) =2zxi+2yj+k
og vid heildum
[[Feas= [, | Fay) nyds
S r24+y2<1
T 2x
_ / / y|-|2y]|as
2yt g 1
= // (222 + 2y*)dS
r24+9y2<1

27 1
:/ / 2r2 . r dr df
o Jo

""4 r=1
r=0

= T.

Hér skiptum vio i p6lhnit pegar vid ritudum 1t dS. "
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Aifingar 5.4

Afing 5.4.1 Reiknid flaedi (e. flux) vigursvidsins F : R? — R3,
F(z,y,2z) = 2%i+ %)+ 2%k
upp 1 gegnum yfirbordid S, sem er sa hluti z = 1 — 22 — y? sem er yfir ofan zy-planid.

M.6.0. Reiknid
/ / F.dS.
S

Afing 5.4.2 Reiknid flaedi (e. flux) vigursvidsins F : R? — R3,

1 zi+yj
F(%?J’Z):§'$2+y2

nidur i gegnum yfirboro6id S, sem er stikad meo

r(u,v):ucosvi+usinvj+u2k, 0<u<1og 0<uv<2m.
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Lausnir @ véldum daemum
Zfing 5.2.1 Akvardid hvort vigursvidid F : R2\{(0,0)} — R2,
ri+yj
F =
(z,9) = —5 )
sé varoveitiod (geymid, e. conservative) og finnid meetti (e. potential) pess ef svo er.
m Lausn Vid reiknum

8F2_8( y >_ —2xy _8( x >_8F1
Or Oz \22+y?)  (2+y2)? oy \z2+y?) Oy

og sjdum ad vigursvioio er mogulega varoveitid. Vid finnum maettio ¢(x,y) med pvi ad
leysa jofnurnar

09 _ _ € 1 2 2

5r =B = 0w = [ giade=Sme 1y £ )
og

8¢_ _ Y _1 2 2

G, =P = o) = [ = e )+ Cofa)

saman. Meetti er gefid med

Blr,y) = 5 (e +42),

sem vid getum lika sannreynt med pvi ad reikna ad [Vo(z,y)]” = F(x,y).

Athugid ad R? \{(0,0)} er ekki einfaldlega samhangandi svaedi.

Zfing 5.2.2 Akvardid hvort vigursvidid F : R3 — R3,
F(z,y,2) = 2zy®sin(2) i + 32%y? sin(2) j + 22y° cos(2) k,

sé vardveitid (geymid, e. conservative) og finnid meaetti (e. potential) pess ef svo er.
m Lausn Vid athugum fyrst hvort

VxF:(%_ﬁB)i_<%_M)j+

OF, OF\,
oy 0z Ox 0z < B ) k=0.

ox dy

Nu er
Fy =2xy3sin(z), Fy =3z%’sin(z) og Fy = z%y> cos(2)

og vid faum

F: F:
aa; - %2 = 3%y’ cos(z) — 2%y cos(2) = 0,
3F3 aFl 3 3
Zs 2l 9 -2 =
e zy” cos(z) — 2y~ cos(z) = 0,
0g
8F2 8F1

i = 6ay? sin(z) — 6zy? sin(z) = 0.
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Par sem R? er einfaldlega samanhangandi og V x F = 0 hefur F matti og eftirfarandi
reikningar fyrir meettinu munu ganga upp.

ngb =F = ¢= /2a:y3 sin(z)dx = 2%y sin(z) + C1(y, 2),
xXr

gqb B = ¢= /330 y?sin(2)dy = 2y sin(2) + Cy(x, 2)
0g
? =F; = ¢= /x y? cos(2)dz = z%y> sin(z) + Cs(y, 2)

og vid sjaum aod
¢(x,y,2) = 2y’ sin(z)

er meetti fyrir F.

Zfing 5.3.1 Tveir langir leidarar liggja samsida z-as og hafa x og y hnitin (z,y) =
(—=1,0) og (z,y) = (1,0). Jafna segulsvidsins 1 zy-planinu (meelt 1 hengtugum einingum)
er gefin med

(z-—1Dj—yi n(z+1)j-—yi)
P = T T s

par sem fastinn 7 > 0 lysir 6samhverfu segulsvidsins. Athugid ad virarnir eru 6enda-
lega langir pannig ao b er ekki hao breytunni z, og pbar sem virarnir liggja samsioa
z-as pa hefur svidio engan z-patt. Sem sagt er jafna segulsvidsins eins 1 6llum plénum
sem eru samsida zy-planinu.

a) Synid a0 vektorsvidid b(x,y) er uppsprettulaust (e. solenoidal). P.e. synio ad

V-b(z,y) =0.
b) Teiknid upp vektorsvioid fyrir n = 1.5.

m Lausn Umskrifum vektorsvidid a formid b(z,y) = b1 i+ b2 j:

_(=Dj-yi nlz+1)j—yi)
Py =T T e e e

B —y B ny ; x—1 n(x +1) .
_((x—1)2+y2 (a:+1)2+y2) - ((a:—l)2+y2 - (x+1)2+y2>J'

b1 b2

Vio reiknum na uppsprettuna,

0 0
Vb = (55 5 ) (b b
O, by
- Oz + dy
2(x — 1)y 2ny(x +1) 2y(x — 1) 2ny(z + 1)

(@024 T (@124 (@124 (@ + 12 49
=0
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og par sem hun er nill er svidido uppsprettulaust.

Til pess a0 teikna vektorsvidid ma nota eftirfarandi Matlab forrit:

eta=1.5;

x==2:0.2:2;

[x,v] = meshgrid(x,x);

f2=(x-1) ./ ((x-1) ."24+y."2) +etax* (x+1) ./ ((x+1) ."24+y."2);
fl=-vy./ ((x-1) ."2+y."2) —etax*xy./ ((x+1) ."2+y."2);
quiver(x,y,fl,£2,1.5)
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Mynd 5.2: Vigursvioio 1 Deemi 5.3.1, pegar n = 1.5.

Zfing 5.3.2 Reiknid ferilheildid af vigursvidinu

F(z,y,2) =zi—yj+2zk
eftir ferlinum
r=t y=t> z=1
fra (0, 0, 0) til (2, 4, 8).

m Lausn Vid sjaum ad vigursvioid er ekki vardveitid pvi

_OF | OF;
b=, 7%: =%
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Gefin er stikunin
r(t)=ti+*j+ 'k

4 ferlinum og par med er ¢ € [0, 2]. Vid reiknum

3 1

2
/F-dr:/ —t2 .| 2t | dt
C 0

2t 32

2 b -
= / (£ — 263 + 6t3)dt
0

2
= / 5t3dt
0

_ |:5t4:| t=2
4 li=o

= 20.

ZEfing 5.3.4 Gefid er vektorsvidid F : R3 —; R3,
Flz,y,2) =2z —y—2)i+ 2y —2)j+ (22 —2) k.
Latum C vera skuroferil
z=a?+4y* vid z=3z—2y,

attadan rangsaelis midad vio ad horft sé nidur a zy-planio. Reiknio

/F-dr.
Je

m Lausn Athugum fyrst hvort F er vardveitio vektorsvio meo pvi ad athuga hvort

OF; 8F2)i_<3F3 8F1>.+<6F2_8F1)k_0,

F- (228 %22
VX <8y 0z Oz oy

ox 0z

Nuer
P =2r—y—2 FI=2y—x og Fy=2z—=x

og vid faum

OF; OF, B

oy 0z 0 0=0

OF; OF B

Bz or - LT U=0
0g

OF, OF B

Bz oy - LT U=0

Par sem R? er einfaldlega samanhangandi og V x F = 0 hefur F matti og eftirfarandi
reikningar fyrir meettinu munu ganga upp.

%% _

o = gb:/(2$—y—z)d:1::mQ—my—ajz+C’1(y,z),
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0

£:F2 = ¢:/(2y—x)dy:y2—$y+02($72)
og

oo _ 2

&_F:,, = ¢=[(2z—x)dz=2"—zz+ Cs(y,2)

og vid sjaum aod

o(x,y,2) = x2+y2+z2 —xy —x2
er meetti fyrir F.
Attum okkur neest a skurdferlinum C. Jofnurnar eru

z=a>+4y% og z=3z—2,
sem gefur
2?4y =32z —2y eda 22 —3z+4y>+2=0,

sem atti ad koma kunnuglega fyrir sjonir. Med pvi ad fylla upp 1 ferninginn feest ad
sidasta jafnan er jafngild

(-3 - @ = (8

sem vio pekkjum sem jofnu sporbaugs. Ofanvarp skurdferilsins a zy-planio er par med
sporbaugur og par sem z-hnitid er samfellt fall af = og y er skurdferillinn lokadur. Pvi

er gjalfkrafa
/F-dr:%F-dr:O.
C C
Spurningar:

1. Purftum vid a0 reikna maettid?
2. Skiptir mali hvernig ferillinn er attadur?
Svor:
1. Nei, tilvist pess er nég pvi ferillinn reyndist lokadur og pvi var éparfi ad reikna
pad.
2. Nei, ekki fyrst dtkoman er null, pvi minus null er lika null.

Zfing 5.3.5 Gefin eru vigursvidin F : R? — R3,
F(z,y,2) = 20y2%i + (2%2% + zcos(y2))j + (22yz + ycos(yz)) k
og G:R3 — R3,
G(z,y,2) = 2zy22i + (222% 4+ zcos(yz) — 229) j + (22%yz + y cos(y2)) k.

a) Stikid ferilinn C sem faest begar » = /2% + y? sker planid > = 2, 4ttadan rang-
saelis midad vio ad vid horfum ofan a xy-planid fra jakveeda z-asnum.

b) Er vigursvioid F geymid (varoveitio, e. conservative)?

¢) Finnid meetti vigursvidsins F ef pao er til.
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/F-dr og /G-dr.
c c

m Lausn Leysum petta 1id fyrir lio.

d) Reiknid ferilheildin

a) Vid sjaum ad vid erum med ferilinn z = 2 og /22 + y2? = 2, b.e. ferillinn er hringur
me0 radius 2 og midju i (0,0,2) sem liggur i planinu z = 2. Vid stikum ferilinn med
r:[0,27] — R3,

r(t) =2cos(t)i+ 2sin(t)j + 2k.

b) F er skilgreint 4 einfaldlega samhangandi sveedinu R>. Vid athugum hvort F sé
vardveitio vektorsvid med pvi ad athuga hvort
OF3 aFg) . (8F3 8F1> .

VXFz(— Sk Bk

OF, OF\,
oy 0z Ox 0z + < B ) k=0

oz oy

Nu er
Fy = 2xy2?, Fy=1222% 4 zcos(yz) og Fs3=2xyz + ycos(yz)

og vid faum

0F3  OF:
8—; — a—; = (23:22' + cos(yz) — yz sin(yz)) - (23322 + cos(yz) — yz sin(yz)) =0,
0F; O0F;
Y pqus — Apuy —
Oy s TYZ zyz =0
0og
oF, OF;
2Tl o 2 =0
O dy

Pvi er F varoveitid.

¢) Vid saum i b)-1i6 ad F er geymid og hefur pvi meetti. Eftirfarandi reikningar fyrir
mattinu munu pvi ganga upp.

gi =N = ¢= /2351/220@ = 2%yz* + C1(y, 2),
gz =N = ¢= / 2222 + zcos(yz))dy = x2y2? + sin(yz) + Cy(x, 2)
og
¢

o = = ¢= / 22%yz + ycos(yz))dz = 2?yz* + sin(yz) + Cs(y, 2)

og vid sjaum ad
¢(x,y,2) = z%y2* + sin(yz)

er maetti fyrir F.

d) Ferillinn C er lokadur og vigursvioio F er varoveitio svo

?{Fodr:O.
C

Nu getum vio notfeert okkur ad G = F — 2zyj svo

fG-drz]{(F—2zyj)'dr:j{F-dr—fﬁzyj-dr:—%QZyj'dI‘-
c c ¢ c c



5.5 Lausnir @ voldum dcemum 159

Latum H = 2zyj og reiknum

0 —2sin(t)
- j{ H(r(t)) - ¥ (t)dt = — / 8sin(t) | - | 2cos(t) | dt
C C 0 0
=— /0% 16 sin(t) cos(t)dt
S sin2(t)I:§ﬂ

=0.

Sem sagt er heildid yfir ferilinn null, baedi fyrir F og G.

Zfing 5.3.6 Gefid er ad vigursvidid F : R? — R? er vardveitid med maettid

1
[[r — o[’

¢(r)

barsemr = (z, y, 2)T € R3 ogry = (a, b, c) er fastavigur. Finnid vektorsvidid F(r).
m Lausn Formiilan fyrir meettinu er

1 1

Gl e (e N v S e

Vid getum pa reiknad hlutafleiournar

99 —2(z —a) —2(z —a)

Ox  ((x =12+ (y—b)*+(z—c)?)*  |r—rof*’

99 _ —2(y = b) _ 2y =0
Oy (=124 (y=0>+(z-0?)? |[r—mr*

og
99 —2(z—1¢)  —2(z—¢)
9:  (@—12+(y—b2+(z-0?)® |Ir—ro*
og vio sjaum pa ad stigullinn af ¢ er

Vel = (—2(x —a) -2y —b) —2(z— c)>T —2(r — 1)

e —xo[* [lr —wof|* e —xof*) — fr—xof*”

sem er vigursvioid sem beodid var um.

Afing 5.3.7 Synid ad vektorsvid af gerdinni G(z,y,z) = V x F(z,y, z) er uppsprettu-
laust (e. solenoidal), p.e. ad V - G(z,y,2) = 0.
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m Lausn Nu er

OF3; OFy\ . OF3; OF1\ . oF, O0F;
G— F— (253 _222) (48 Y20 -2 1
VX <8y &z)l <8:1: 82)J+<8x 8y>k
og ba
o 90 09
(PR PR\ [(PFR PR N PR, PR
-\ 0z0y  0x0z oyoxr  Oyoz 0z0x  0z0y
_ (PR PR\ (PR PR N PFR PR
~ \ozdy Oyox 020y  Oyoz 0z0x  0x0z
=0-0+4+0

pvi ad r60in & hlutafleibunum skiptir ekki mali.

Zfing 5.4.1 Reiknid flaedi (e. flux) vigursvidsins F : R? — R3,
F(z,y,2z) = 2%i+y°j + 2%k
upp i gegnum yfirbordid S, sem er s4 hluti z = 1 — 22 — y? sem er yfir ofan zy-planid.

M.o.0. Reiknid
/ / F.ds.
S

m Lausn Byrjum 4 ad stika yfirbordid med r : D — R3,

X T
r(zr,y) = Y = y ,
f(z,y) 1—a2? —y?

bar sem D = {(z,y) € R? : 22 +y2 < 1}.

Nu er

of . . . .
n(xyy):—ail—8y]+k:2x1—|—2y3+k
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og vid heildum
[ F-ds = [[ Fiww.y) n(.yds
S S
3 2x
_ // |2y | ds
z2+y2<1 4x2y2 1

= // (22 + 2yt + 42%9?)dS
z2+4y2<1

= // 2(x? + y*)%dS
z24+y2<1

27 1
:/ / 2rt - rdr do
o Jo

61r=1
— 9. lzrl
6 r=0

= .

3
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Nu komum vio a6 adalatridunum vardandi feril- og fleedisheildi og leerum um setningar
Green, Stoke og Gauss. Segja ma ad nanast allt sem vid hofum fjallad um hingad til
snuist um ao geta sett fram og skilid pessar mikilveegu og 6flugu setningar.

Setning Green og setning Gauss i 2-viddum

Setning Green (eda setning Stoke i 2-viddum) er utvikkun Héfudsetningu steerdfraedi-
greiningarinnar a 2-viddir.

Regla 6.1.1 — Setning Green. Latum D vera svaedi i planinu, sem er badi hegt ad

lysa sem
Di={(z,y) eR2: a<z<bog f(z)<y< gz}

og sem
D:={(z,y) €R?: ¢ <y <d og h(y) <z <k(y)},

par sem a, b, ¢, d eru einhverjir fastar og f, g, h, k eru einhver raungild foll, sem eru
naegjanlega oft diffranleg.

Latum F : D —; R? vera vektorsvid. P4 gildir

OF, OF; -
/D (&r(x’y) - é)y(%y)) dA = féF dr,

par sem C er rondin & D sem er stikud rangseelis (e. counterclockwise).

ATH) Setning Green er einnig rétt fyrir svaedi sem haegt er ad bua til med pvi ad lima
saman svaedi eins og lyst er i forsendum setningarinnar. Reyndar er hin rétt
fyrir mun almennari sveedi en pad, en sonnunin a pvi er toluvert erfidari.
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Vid munum sanna setningu Green sidar 1 pessum kafla.

s Dcemi 6.1 Latum
F(z,y) = (z—y*)i+ (y*+2%)j

vera vektorsvid og C vera rond fjoroungs-hringskifunnar
D:={(z,y) eR?: >0 og y >0 og z°+y* < d’},
par sem a > 0 er einhver fasti, stikada rangseelis. Notid setningu Green til pess ad
breyta ferilheildinu
j{ F.dr
c
i flatarheildi og reiknid pao.
Lausn: Nu er skv. setningu Green, midad vid rangseelis stikun 4 C:
0 0
F-d :/ TPy 2 —3)dA
frea= [ (GLwt et = @)
- / (3332 + 3y2) dA
D

:3/(x2+y2)dA
D

_3/2(/ r2-7“d7“)d19
0 0

8

s Doemi 6.2 Latum 1
F(r,y) =ye "i+ (51762 —e)j

vera vektorsvid og C vera rond hringskifunnar

D={(z,y) eR?: (z—-2)" +4* <1},

%F-dr.
C

Lausn: Stikum réndina C med r : [0, 271] — R?,

o)

stikada rangseelis. Reiknid

Ferilheildid verdur pa

e sin(t)e~ cos(t)—2 L[ —sin(?)
fFde= | <5<cos<t> +2)? - e‘m“)) ( cos(t) ) :

- /027T (— sin?(t)e” cos(t)=2 4 cos(t) [(cos(t) +2)2 —e” Cos(t)}) dt,
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sem er ekki audvelt ad leysa.
Ef vid beitum nu i stadinn setningu Green a heildid, pa feest

freee= ] (%—8?)“
(k- B
://D (z+e®—e™)dA
://Ddi.

N1 er audveldara a0 heilda yfir hring £ med midju i (0,0) og geisla 1. Vid hliorum
fallinu, heildum og faum

// di://(x+2)dA
D E
27l
:/ / (rcos(8) +2)rdrdf
2m 2m
—// 2 cos(f d@dr+/ /2rdrd(9

0=2m
_/O r2dr - {SID(G)}%O +2m- [ :|r:0

= 2.

I stad pess ad hlidra og skipta i pélhnit hefoum vid lika getad notad ad heildid af = yfir
hringinn D er medalfallgildi (massamidja) = (= 2) sinnum flatarmal D (= 7).

Athugio a0 pad sem vio kéllum ad hliora fallinu til ad heilda yfir paegilegra svaedi
er ekkert annad en hnitakerfaskipti sem vido héfum fjallad um adur. Nyju hnitin

eru
cwa=(5i1) = (%)
sem varpa einmitt £ i D. Par sem petta er hlidrun er nokkud ljést ad
| det(DG(u,v))| =1

og bad er lika mjog audvelt ao reikna pad ut. Pvi eru pessi hnitakerfaskipti an
umstangs, b.e.
dA = dzx dy = dudv,

og madur getur bara talad um ao hliora fallinu.

Vio setjum nu fram setningu Gauss i planinu.

Regla 6.1.2 — Setning Gauss i 2-viddum. Latum F : D — R? vera vektorsvid skil-
greint 4 svaedi D C R?, sem hefur jakveettattada rond C. Fyrir sérhvern punkt
(z y)T € C 4 rondinni latum vid N(z,y) € R? vera einingarvektor sem er hornréttur
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arondinai (z y)’. Paer
/ v-FdA:fF-Nds.
D c

Setning Gauss 1 2-viddum segir okkur ad uppspretta vektorsvios a sveedi D er jofn
flaedi vektorsvidsins ut ur syaeﬁinu. Vio skulum gefa adeins nanari skyringu a pvi hvao
att er vid med vektornum N.

@ Pad ad vektorinn N(z,y) sé hornréttur 4 rondina i 6llum punktum (z y)” € C
pyoir ad ef r(t) er stikun 4 rondinni, b4 er

r'(t)-N(x(t)) =0 fyrir 61l ¢.

Nt er nattirlega —N(r(t)) lika hornréttur 4 rondina, en fleiri vektorar en N(r(t))
og —N(r(t)) geta ekki verid og hornréttir 4 r'(t) # 0 pvi vid erum i planinu. Nu
visar annadhvort N(r(t)) it tr svaedinu og —N(r(t)) inn 1 bad eda ofugt. Pad 4 ad
velja vektorinn N(r(t)) pannig ad hann visi tt dr sveedinu!

m Daemi 6.3 Reiknid fleedi vektorsvidsins
F(z,y) =a2"i+y°]

at um rond C hringskifu D med midju 1 (0,0) og geisla R > 0. Gerid petta & tvennan
hatt. Fyrst meo pvi a0 stika rondina og reikna ferilheildio

%F-Nds
c

og svo meod pvi ad nota setningu Gauss i planinu.
Lausn: Vio reiknum petta fyrst beint af augum med pvi a0 stika rondina (rangsaelis)
med r: [0,27] — R?,
r(t) = Rcos(t)i+ Rsin(t)j.
Paer
r'(t) = —Rsin(t)i+ Rcos(t)j

og einingarvektor i stefnu stikunarinnar faest med

T(e(t)) = Th(r(6)) i + To(r(t))j = A0

0] = —sin(t)i+ cos(t)j

og einingar-normalvektor sem visar ur ur svadinu med
N(r(t)) =To(r(t))i—T1(r(t))j = cos(t)i+ sin(t)j.

Pessi nidurstada aetti ekki ad koma 4 6vart.
Ferilheildid reiknast nd sem

?{ F-Nds = ]{(R?’ cos®(t) i+ R sin®(t)j) « (cos(t) i + sin(t)j) ds
C C

27
= | R3(cos*(t) +sin(t)) ||/ (t)| dt

0
4 27
_ ' (34 cos(4t)) dt
4 Jo
R4 1 . t=2m
=7 [32& + 1 51n(4t)L:0
_ 3TR4

2 )
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par sem vid notudum sma hornafallaleikfimi til pess ad einfalda
cost(t) 4 sint(t) = (1 — sin®(t)) cos®(t) 4 (1 — cos?(t)) sin?(t)

= cos?(t) + sin?(t) — 2sin®(t) cos?(t)
=1- %sinz(Qt)

11— cos(4)

2 2

1
=1 (34 cos(4t)) .

—1—

N reiknum vid pad sama med setningu Gauss i planinu:

/V.FdA:/ (322 + 3y%) dA
D 22 4+y2<R2

27
—3/ / -rdrdf

4 r= R
=327 l]
4 r=0
B 3TR*
==
par sem vid skiptum yfir i polhnit. "

Vid sonnum na setningu Gauss i tveimur viddum med pvi ad notfaera okkur
setningu Green, sem vio sonnum svo beint a eftir.

Sonnun. Skilgreinum vektorsvioio
G(ZL’, y) = _FQ(xv y) i+ Fl(x7 y)j

Pa gildir skv. setningu Green

/Dv-FdA:/D<%(x,y)+%(x,y)) dA
- [ (G2 -5 ) aa

y{G . dr.

Latum nuna r : [a,b] — R? vera einhverja rangsalis-stikun 4 C. P4 er 1 sérhverj-
um punkti r(t) = (z )’ €C

T(r(t)) = T (e(t) i+ Ta(x(t))j = II::EE;H

einingarvektor i stefnu stikunarinnar i punktinum r(¢) og

N(r(t)) = To(r(t))i — T (r(1))j

er einingar-normalvektor & rondina C { punktinum r(¢). Pad er ekki erfitt ad sja
a0 N(r(¢)) skilgreint &4 pennan hatt visar ut dr sveedinu, af pvi ad r er stikun
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rangseelis. En ba er

frown= [ {G00)
- [ (G ) e ol
(G ) (me ) wiona
- /ab (G1(x(t)) - Ta(x(t)) + Ga(x(t)) - Ta(x(t))) [’ () dt
-/ LRy - Tue) + Fue) - Toe) [£0)|d

_ b [ R (r(t)) Ty(x(t)) /
a ( F;(I‘(t)) )( —;1(1-@)) ) ¥/ (t) | dt

Par meo er setning Gauss i planinu s6nnud. |

Vid sonnum nu setningu Green eins og hun er sett fram i Reglu 6.1.1, en minnum
4 a0 hun gildir fyrir mun almennari svaedi.

Sonnun. Sonnun a setningu Green:
Byrjum 4 pvi ad stika réndina C med ry : [0,2(b — a) + 2] — R?,

(a+t)i+ f(a+1)j,

fyrir t € [0,b — a,

bi+[(t - (b—a))(9(b) - £(b) + F(D)]],
fyrirt € [b—a,b—a+1],

(2b—a+1—-t)i+g(2b—a+1-1)j,
fyrirte b—a+1,2(b—a) + 1],

ai+[(t = (2(b—a)+1)(f(a) — g(a)) + g(a)]},
fyrirt € 2(b—a)+1,2(b—a) + 2].

Neaest reiknum vid ferilheildi vektorsviosins
G(.%', y) = Fl(x7 y) i

yfir ferilinn C og faum, par sem vid skiptum heildinu 1 fjéra hluta vegna pess
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2] — R?,
h(d—t)i+ (d—1t)j,
fyrir ¢ € [0,d — ],
[(t = (d = ¢))(k(c) — h(c)) + h(c)]i + cj,
fyrirt € [d—c¢,d — c+ 1],
I‘Q(t) =

k(t—(d—c+1)+c)i+(t—(d—c+1)+0)j,
fyrirt € [d—c+1,2(d —c) + 1],

[(t = (2(d = ¢) + 1)) (~(d) = k(d)) + k(d)] i + dj,
fyrirt € [2(d —¢) + 1,2(d — ¢) + 2].

N1 reiknum vid ferilheildi vektorsviosins

H(I‘,y) = FQ(xvy)j

yfir ferilinn C og faum, par sem vid skiptum heildinu aftur i fjéra hluta vegna bpess
hvernig stikunin r; er skilgreind:

féH-dr [T R 1).d—1) (~1)dt
0

d—c+1
+/d Fy((t = (d — ¢))(k(c) — h(c)) + h(c), ) - 0 dt

—C

2(d—c)
+/ Folk(t— (d—c+1)+¢)t— (d—c+1) +c) - 1dt
d—c+1

2(d—c)+
+/ ((t = (2(d — ) + 1)) (h(d) — k(d)) + k(d), d) - 0dt

:/Fg dT+/F2

= | [Fa(k(7),7)) — Fa(h(7),7)] dr,

pbar sem vid notudum breytuskiptinr =d —togr=t— (d—c+1) +c.
A0 lokum heildum vid fallid

OF:
(:L‘vy) = T;(may)

yfir sveedio D og faum, aftur med pvi ad nota Hofudsetningu sterofreedigreiningar-
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innar, ao

/D OFy (. / ( /h " 690 (z y)dx) dy

— Fa(h(y),y)) dy

— Fy(h(T),7)] dT.

Il
\\

Par med hofum vid synt ad

j{H-drszgj-drz/ @(l', )dA
c C p Oz

F((E,y) = F1($,y)i+F2($,y)j = G(‘T’y) +H($,y),

og bvi faum vid samantekio ad

%F-dr:j{H-dr-l—}{G-dr
C

8F2 dA / 8F2

/(@_@)M

sem er nakvaemlega pad sem vio vildum syna fram 4. |

N er

Afingar 6.1

Afing 6.1.1 Gefid er vigursvidid G : R? — R?,

G(z,y) = (e — xy)i+ (sin(y)z +y)j.

/G-dr
@

par sem C er ferillinn umhverfis sveedid D,

Reiknid ferilheildid

D={(z,y) eR*: 2> +y*<90g x <0},

attaour rangseelis.

Afing 6.1.2 Gefid er vigursvidid F : R? — R?,

F(z,y) = (z%y + sin(z)) i — 2zyj.
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/F-dr
@

par sem C er tigullaga ferill med hornpunktai (1,0), (0,2), (—1,0) og (0, —2), attadur
rangseelis. "

Reiknid ferilheildid

6.2 Setningar Gauss og Stoke

Vid kynnumst ni setningum Gauss og Stoke sem eru afar mikilvaegar i edlisfraeoi.

Regla 6.2.1 — Setning Gauss. Latum S vera stikadan flot sem lokar inni rimmal
Y C R3. Latum F : ¥V — R3? vera vektorsvid. Latum S vera stikad pannig ad
normallinn n(u, v) bendir alltaf it dr sveedinu V. P4 er

/V-FdV:/F-dS.
v S

Setning Gauss segir okkur ad uppspretta vektorsviosins F inni i svaedinu V er jofn
fleedi vektorssvidsins F ut ur svaedinu V.

Abdur en vid setjum fram setningu Stoke purfum vid fyrst ad atta okkur & svokalladri
heegri handar reglu, reyndar einni af nokkrum. Latum S vera stikadan fl6t 1 raiminu
sem hefur rond. Rondin er pa ferill og vid k6llum hann C. Vid segjum ad attunin a C
akvaroist af attun S skv. heegri handar reglu, ef eftirfarandi er gefid fyrir stikunina r
a rondinni:

Vid imyndum okkur ad vid gripum meo haegri hendinni um rondina C med
visifingri til litlafingurs pannig ad pessir fingur bendi i sému att og normall
n(u,v) stikunarinnar. Vio latum pumalinn vera hornréttann 4 likuna. Ef
pumalinn bendir b4 i somu att og r/(¢), sem sagt i attina sem C er stikadur i,
ba segjum vid a0 attunin a C akvaroist af attun S skv. haegri handar reglu.

Dzemi: Ef hringskifa { zy-planinu er stikud med r : [0, 1] x [0,27) — R3,
x(u,v) ucos(v)

r(u,v)=| y(u,v) | = wsin(v) |,
) 0
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Par sem u = 1 vid rondina bendir sem sagt normallinn 1 stefnu jakvaeda z-assins.
Vid imyndum okkur pa ad vio gripum um rondina p.a. visifingur til litlafingurs fari
upp 1 gegnum hringskifuna og vid sjaum ad utréttur pumalinn bendir i rangseelis
attun. Rétt attun 4 rondinni midad vid heegri handar reglu faest pa t.d. med stikuninni
r:[0,27] — R3,

x(t) cos(t)
r(t)=| y(t) | =| sin(®)
z(t) 0

Ef vid notum { stadinn eftirfarandi stikun 4 sému hringskifu: rs : [0, 27) x [0,1] — R3,

x(u,v) v cos(u)
ro(u,v) = | y(u,v) | = vsin(u) |,
z(u,v) 0

pa faum vido med samskonar reikningum og ad ofan a6 formilan fyrir normalnum er

—vsin(u) cos(u)
1o (1, 0) = %rz(u,v) X %“(u,u) — | weos(w) | x| sin() | =—vk
u v 0 0

P.e. a0 normallinn bendir i stefnu neikveeds z-dss. Me0 pvi ad gripa med haegri
hendinni 1 gegnum hringskifuna p.a. visifingur til litlafingurs fari nidur i gegnum
skifuna bendir atréttur pumalfingur réttseelis. Rétt attun 4 rondinni midad vido hegri
handar reglu faest b4 t.d. med stikuninni rs : [0, 27] — R3,

x(t) cos(—t)
) = | yt) | = [ sin(-)
z(t) 0

Regla 6.2.2 — Setning Stoke. Latum S vera stikadan flot med rond C (ferill). Latum
F : R3 — R? vera vektorsvid. Latum attunina a C dkvardast af attun S skv. haegri

handar reglu. Pa er
/(v xF)-dS:/F-dr.
5 c

Setning Stoke segir okkur ad flaedi rét vektorsviosins F 1 gegnum flotin S er jafnt
ferilheildi vektorsvidsins F eftir rond flatarins S.

Vio skodum nu nokkur deemi par sem setningum Stoke og Gauss er beitt. Athugid ad
setning Gauss fjallar um flaedisheildi gegnum lokad yfirbord sem afmarkar rammal V,
en setning Stoke fjallar um flaedisheildi af réti vigursvids i gegnum yfirbord sem hefur
rond C.

m Daemi 6.4 Reiknum fleedi vektorsviosins
F(z,y,2) = 23+ 3y22j + (3y22 + x2) k

it 1 gegnum yfirbord kilunnar x2 + y2 + 22 < a?, s.s. gegnum kuluskelina x2 4 y% + 22 =
2
a~.
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Lausn: Vid notum setningu Gauss,
/ F.dS = / V.Fdv,
S v

/V-FdV:/ (307 + 322 + 3y) V.
% Vv

og faum ad

Petta heildi er paegilegt a0 leysa i kdluhnitum, vid faum

g a 27y
3/ (22 + 92 +22) av = 3/ / / % pPsin g dp dd dp
% o Jo Jo
¢=m Y=2m p5 p=a
=3 [—eonto)] 0] M
p=0
12
L
5)
m Daemi 6.5 Gefid er vektorsvidid
F(z,y,2) = y2*i+yj+zyzk
og a0 S er yfirbord keilunnar
z2=3—\/x2+y?2 2>0,

attad uppavio. Athugiod ao petta er keila med topppunkt 1 (0,0, 3). Reiknid flaedio

/S(VXF)-dS.

Lausn: Vid notum okkur setningu Stoke

/S(VXF)-dS:/CFodr.

Athugum fyrst ad rond yfirbordsins S er hringur i zy-planinu med radius 3 og midju i
(0,0,0). Vio stikum rondina med

r:[0,27] — R3, r(t) = 3cos(t)i+ 3sin(t)j+ 0k

og notum svo stikunina til pess ad setja upp heildio

/CF-dr _ /abF(r(t)) o (1)dt

27
_ / (01 +3sin(£)j + 0K) - (=3sin() i+ 3cos(t) j + 0k)dt
0

= /27T 9sin(t) cos(t)dt
0

9 9 ]t27r
= |=sin“(t
{2 ®) =0
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m Daemi 6.6 Yfirbordid S er gefio med
z=5—a—y? og z>1

og er attad uppavid. Gefio er vektorsvidio

F(z,y,2) =y(z—1)%i+ 2228+ 2y k.

Reiknid fladid
/ (V x F)-dS
S

med adstod setningar Stoke.
Lausn: Stikum fyrst rénd yfirbordsins, sem er hringurinn 22 + y?> = 4 og z = 1, og
faum

r:[0,2n] — R3 r(t) =2cos(t)i+ 2sin(t)j + 1k.

Fleedisheildid méa pa reikna med hjalp setningu Stoke sem heildid

/CF «dr = /O%(Oi + 2 cos(t)j + 4 cos(t) sin(t)k) « (—2sin(t)i + 2 cos(t)j + 0k)dt

2
= 4 cos?(t)dt
0

2m
_ 4/ cos(2t) + 1dt
0 2

[sm(%) + Qt] t=2m
t=0

—4.

= 4.

@ Afleiding af setningu Stoke er ad heildi flaedis ré6t F, p.e. V x F, 1 gegnum tvo
mismunandi yfirbord S; og Ss, sem hafa sému rénd C, hlytur ad vera pad sama.

m Dcemi 6.7 Gefid er vektorsvidid
F(z,y,2) =zi+zj+yk
Heildum rét vektorsvidsins upp i gegnum hringskifuna
x2+y2§1 og z=0
annars vegar og upp i gegnum yfirboroio
z=1—a>—y* og 2>0

hins vegar.
Lausn 1 a): Heildum fyrst yfir hringskifuna og notum jofnu Stoke. Vid stikum jadar
hringskifunnar rangseelis med

r:[0,27] — R3, r(t) = cos(t)i+sin(t)j + 0k.
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Pa er
/S(v xF)-dS:/CF-dr
b
_ / F(r(t)) - ¥(1) dt

= /02”(0i + cos(t)j + sin(t) K) « (—sin(t) i + cos(t)j + 0k)dt

2m
= / cos?(t)dt
0
7r

Fyrir lausnina 4 sidasta heildinu sja lausn a sidasta demi.

Lausn 1 b): Heildum nu yfir hringskifuna an pess ad nota setningu Stoke. Vid
sjaum ao yfirborodid sem vid aetlum ad heilda yfir er hringur i xy-plainu og hefur pvi
normalinn n(z,y) = k. Vid reiknum ad V x F =i+ j + k svo vid hofum

/(VxF)-dS:/(VxF)-NdS:/(VxF)-de: | dvdy = 7.
S S S

x2492<1
Lausn 2): Heildum nu yfir seinna yfirbordid og nt an pess ad nyta okkur setningu
Stoke. Stikum yfirbordid meo
r(z,y) =zi+yj+ 1 -22—y) k
S ———
=:z(z,y)
b.s. x og y 1 stikuninni eru allir punktar sem uppfylla 22 + y? < 1. Normallinn er

0z . 0z . . .
n(z,y) = —%(w,y)l - a*y(%@/).l +k=2ri+2yj+k

ogVxF=i+j+ksvo

/(VxF)odS:/(VxF)-NdS: (22 + 2y + 1) de dy.
S S

z2+y2<1
Petta heildi getum vio leyst med p6lhnitum eda nytt okkur samhverfu sveedisins um

plonin z = 0 og y = 0 og ad 2y og 2z eru oddstaed foll um pessi plon, svo

/ (2x+2y—|—1)dzxdy:/ ldxdy = 7.
z24+42<1 xz2442<1

m Demi 6.8 Latum
F =y(z—1)%i4 2% cos(2)j + zyzk

vera vigursvid og latum S vera yfirbordid z = 4 — 22 — 2, 2z > 0, attad upp 4 vio.

Reiknid
/ / (V x F)-dS
S

Lausn: Vid notum setningu Stoke. Ferillinn C er rond yfirbordsins, sem er hringur
22 +y? = 41 planinu z = 0, stikadur med

r:[0,27] — R3, r(t) = 2cos(t)i+ 2sin(t)j + 0k,
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svo vio faum

//S(VXF)-dS:/CF-dr

or [ 2sin(t) —2sin(t)
:/ 4cos() «| 2cos(t) |dt
0
2T
J

0
2
J,
[ 2t

Annar moguleiki er ad reikna heildio af V x F yfir hvada yfirbord sem er, sem hefur
somu rond og S. Veljum t.d. ad heilda yfir hringskifuna 2 + y* < 41 zy-planinu. P4 er
normall 4 yfirbordid N = k og par sem

~—

—4sin?(t) + 8 cos>(t )) dt
1- cos(2t)

—4- + 8 cos(t) — 8 cos(t) sin? (t)) dt

t=2m

+ /—\/\

sin(2t) + 8sin(t) — ising’(t)}
t=0

0F» oF,

(VxF)(z,y)-k= E(m,y) 3y ——(z,y)

faest, med S, sem hringskifuna,

//S(VXF)-dS:/SQ(VxF)-dS

:/ (V x F)-Nds
So

-JI, (% -Gy ) as
_//82 2xcos z—l))dS

= // (2z — 1) dS (bvi vid erum 1 zy-planinu, par sem z = 0)
Js,

= // —1dS (afthverju?)
So
— [flatarmal Ss]
=221

= —4m.

m Daemi 6.9 Latum R vera rimskikann sem afmarkast af
332+y2§4 og —3<z<3

og latum S vera yfirbord hans, attad ut dur svaedinu. Latum F : R? — R? vera
vektorsvioiod

F(x,y,2) = (z +sin(z%))i+ (y* + cos(z%))j + (2 + tan(y?)) k.
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Reiknio fleedi vektorsvidsins ut ur ramskikanum, p.e. reiknio fleedisheildid

//SF-dS.

Lausn: Vid notum setningu Gauss og faum

//SF-dS:///RV.FdV:///R(l+2y+3z)dy

Vid heildum nu 1id fyrir 1id. Fyrsti lidur gefur raimmal sivalningsins sem er 22-7-6 = 247

og annar lidurinn er null,
2 ([ vav =
JJIr

pvi y er oddsteett fall um planio y = 0 og svaedid R er samhverft um sama plan. Fyrir
pridja lidinn notum vid sivalningshnit og faum
r=2

or 3 2 r2 2—3
///Sde:/ / /SzQ-Tdrdzd9:27r- — [23] = 216m.
R 0 -3.Jo 2 2=—3

r=0

Heildarutkoman er pvi

// F.dS = 247 + 2167 = 2407.
S

Afingar 6.2

Afing 6.2.1 Reiknio flaedi
F(z,y,z) =zi+ zk

at ur ferflotungnum sem afmarkast af plonunum

z=0, y=0, 2=0 og 2z+y+z=3.

//SF-dS://SF-NdS

an pess ad nota setningu Gauss og berid nidurstéduna saman vio pad sem faest
pegar setning Gauss er notud. Heildid sem sett er upp med adferd Gauss ma leysa
med reiknivél. m

Reiknid

Afing 6.2.2 Reikni0 flaedi vektorsvidsins
F=2i+yj+k
at ur kalu med radius R > 0, p.e. i gegnum yfirbordid

{($7yaz) € R3 : 1‘2 —|—y2 +22 — R2},
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| attad ut ur kdlunni. .

Afing 6.2.3 Latum S vera pbann hluta z = 22 4 y? sem er undir planinu z = 4, attad
upp 1 gengum yfirbordid. Kéllum jadarinn a yfirbordinu C. Latum
F=3zi+5xj—2yk

vera vigursvid. Reikni0 flaedisheildiod

//S(VXF)-dS

meod hjalp setningar Stoke. "
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Lausnir a véldum dcemum
Zfing 6.1.1 Gefid er vigursvidid G : R? — R?,

2 .

G(z,y) = (" —xy)i+ (sin(y)z +y")j.

/G-dr
c

par sem C er ferillinn umhverfis svae0id D,

Reiknid ferilheildid

D={(z,y) eR*: 2°+y*> <9o0g x <0},

attaour rangseelis.

mLausn Latum C vera ferillinn sem afmarkar svee0io, sja Mynd 6.1.

Mynd 6.1: Ferillinn C umlykur blaa svee0id D i Zfingu 6.1.1.

Vid notum setningu Green og faum

(960G
/CG-dr—/D(aw ay)dA
. / (sin(y) + z) dA
D
:/di
D

3T 3
2
= / / rcos(@) r dr df
3 0

g—3m 7"3 r=3
= |sin(9)| ° []
{ }9:% 3 r=0
= —18.

Hér notudum vid ad / sin(y) dA = 0 bvi fallid sin(y) er oddsteett um y = 0 og svaedid D
D

er samhverft um y = 0.
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ZEfing 6.1.2 Gefid er vigursvidid F : R? — R?,

F(z,y) = (a:zy + sin(az4)) i—2zyj.

/F-dr
1

par sem C er tigullaga ferill med hornpunkta i (1,0), (0,2), (—1,0) og (0, —2), attadur
rangsaelis.

Reiknid ferilheildid

m Lausn Latum D vera tigulinn sem ferillinn C afmarkar. Latum £ vera pann hluta
svaedisins D par sem z > 0. Vid reiknum

B oF, 0OF;
/CF dr_/D<&E 8y)dA
:/(—Qy—xQ) dA
D
:/—ajsz
D
- / 22dA
2—2x
:—2// 22 dy dx
2
5 9 y:2—2xd
- / v yy 2x—2 v

:—2/ (4 —4x)dx

__8I7_{L‘74x1
N 3 4

=0

Fyrsta jafnadarmerkid faest fra setningu Green, pad pridja pvi fallid y — y er oddstaett
um y = 0 og sveedid D er samhverft um y = 0 og pad fjérda pvi fallid = — 22 er jafnstaett
um x = 0 og D er samhverft um z = 0.

Zfing 6.2.1 Reiknid flaeoi
F(z,y,z) =zi+zk

ut ur ferflotungnum sem afmarkast af plonunum

z=0, y=0, 2=0 og 2z+y+z=3.

//SF-dS://SF-NdS

an pess a0 nota setningu Gauss og berid nidurstéduna saman vio pad sem faest pegar
setning Gauss er notud. Heildid sem sett er upp med adferd Gauss ma leysa med
reiknivél.

Reiknid
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m Lausn Ef vid hofum ekki Gauss okkur til adstodar purfum vid ad reikna fleedid i
gegnum fjogur yfirbord. Byrjum &4 hlidinni sem liggur i z = 0. Par er N = —k og ba

T 0
0 0 |=—-2=0,
z -1

svoAﬂaeéiﬁ i gegnum pessa hlid er ekkert. Skodoum naest hlidina sem liggur i x = 0. Par
er N = —i og ba

x —1
0 0 |=—2=0
z 0

Fleedid 1 gegnum pessa hlid er sem sagt ekkert. Skodum pa neest hlidina sem liggur 1
y=0.Parer N = —j

T 0
0 —11=0
z 0

svo hér er heldur ekkert fladi. Skodum pa ad lokum hlidina 2z + y + z = 3. Par getum
vi0 stikad yfirboroio med

X

r(z,y) = Yy
3—y—2zx

Vid reiknum fyrst

0z . Oz . ..
n(z,y) = —o-(z,y)i- a*y(ﬂ%y)J +k=2i+j+k

0g sVo

J|F-as= [ Fee(@.y)-niz,y) aa
x 2

3 2243
:/ / 0 | 1]dydzx
0 Jo

3—y—2x 1

2 2143
- [P ey
0 0
3

y=—2x+3

3 2
_[/? _y
—/0 l3y 2] dx

y=0

©

Pvi er fl0id samtals 1 gegnum allar pessar fjorar hlidar 0+ 0 + 0 + % = 3.



6.3 Lausnir & voldum doemum 183

Ef vid notum setningu Gauss getum vio reiknao petta allt i einu rimmalsheildi. Vio
athugum fyrst ad svadid R, sem afmarkast af plonunum

z=0, y=0, 2=0 og 2z+y+z2=3,

ma rita sem

0<zx<-, svo 0 <y<3—2r ogadlokum 0<3—2x—y.

N W

Par sem V - F(z,y, z) = 2 er heildio ba

//F-dS:/// V- F(z,y,2)dV
S R
2 r3-2¢ p3—y—2z
:/ / / 2dzdydx
o Jo 0
3
2

/03_296 [22} zzg_y_%dy dx

z=0

(6 — 2y — 4z) dy dx

Njw
S—
¥
[\
3

[S]Io7

}y:3—2xdx

y=0

)= (83— 22)? — 42(3 - 22) ) do

nlw

le
/N YN

=2
—~

w

|

[\

8

Il

422 — 122 + 9) dz

z=3

L A~

2 — 622 + 94

=0

N © r—

Afing 6.2.2 Reiknid flaedi vektorsviosins
F=21+yj+k
ut dr kalu med radius R > 0, p.e. i gegnum yfirbordiod
{(z,y,2) € R?: 22+ 4%+ 22 = RQ},

attad ut dr kdlunni.
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m Lausn Notum setningu Gauss og faum

/F-dS:/v-de
S v
= / (32% + 1) dV
4
= / 322 dV + [rimma&l kidlunnar]
%
R 7 27w 4
= [ [ [ 36 costO)sin(e) - p?sin(@)dt do dp+ SR
0 0 JO
R T T
=3 ["tap- [ o) [ sind(0)do+ g

4 4
= gﬂ'R5 + §7TR3

R 1
—ArR} | =+ = .
s <5+3>

ZEfing 6.2.3 Latum S vera pann hluta z = 22 + 42 sem er undir planinu z = 4, attad
upp i gengum yfirboroid. Kollum jadarinn a yfirbordinu C. Latum

F=3zi+5zj—2yk

vera vigursvid. Reiknio flaedisheildio

//S(VXF)odS

med hjalp setningar Stoke.

m Lausn Stikum ferilinn C med
r(t) =2cos(t)i+ 2sin(t)j+ 4k, ¢€[0,2n].
Paer
r'(t) = —2sin(t)i+ 2cos(t)]j

og a ferlinum er
x =2cos(t), y=2sin(t) og z=4.

Vid reiknum svo meo hjalp setningar Stoke ad

//S(VXF)-dS:/CF-dr

9 3-4 —2sin(t)
= / 5-2cos(t) | «| 2cos(t) | dt
O\ —2.2sin(t) 0

2w
= / (—24 sin(t) 4 20 COSQ(t)> dt
0
= 20,

bvi heildid af sin(¢) yfir bilid 0 til 27 er nill og heildid af cos?(t) yfir sama bil er 7, sja
t.d. Deemi 6.6.
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(7. Runur og radir

I pessun hluta setlum vid ad fjallad er um runur og radir (e. sequences and series).

Er eitthvert vit 1 6endanlegri summu eins og

+001—1+1+1+ )
—~on 2 4 8 7
n=1

Vid getum hugsad okkur ad vid h6fum ferhyrning med flatamal 1. Fyrst tokum vid
halfan ferhyrninginn, svo helminginn af pvi sem eftir er og pannig afram koll af kolli.
Nokkud lj6st aetti ad vera ad ef vio holdum pannig 6endanlega lengi afram, ad p4 er
ekkert eftir af flatarmalinu sem vid hofum ekki tekio. Med 60rum ordoum: Eftir pvi
sem vi0 tokum fleiri 1idi med i summunni, pvi neer er summan pvi ad vera talan 1 og
fyrir hvada t6lu ¢ > 0 sem er getum vio, med pvi ad lata N € N vera négu stéra tolu,

tryggt ad

<e&.

N o1
ll—zzn
n=1

Mabdur segir ad markgildi summunnar sé 1 pegar N stefnir a +cc.

Flest mikilvaeg foll er haegt ad setja fram sem (6endanlega) summu einfaldra falla, t.d.

+o00 n 2 3 4
T T T T
n=0 """

Oft er haegt ad diffra og heilda slik f6ll med pvi ad diffra eda heilda slikar 6endanlegar
summur 1id fyrir 1i0. I pessum hluta t6kum vid saman mikilveegustu eiginleika runa
og rada. Vid sonnum einnig flestar helstu nidurstédur.
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7.1 Runur

Runa af rauntolum, taknud med (a,,),en, er radad safn af rauntolum par sem sérhverri
natturulegri tolu n € N er ithlutad ndkvaemlega einni rauntolu a,, € R. Ef (ay,),cn 0g
(bn)nen €ru runur, ba segjum vio aod (a,)nen 0g (b )nen Séu sama runan ppaa.

a, = b, fyrir sérhvert n € N.

Athugasemdir.

1. Runa er i raun ekkert annad en vektor med jafn (6endanlega) marga 1idi og
natturulegu tolurnar eru margar.

2. Fall f : N — R uthlutar sérhverju n € N ndkvaemlega eina rauntélu f(n). Slikt
fall skilgreinir pvi 4 augljésan hatt runu (a,),cny med a, := f(n).

3. Ef (an)nen er runa, pa getum vio skilgreint fall f : N — R me0 bvi ad setja
f(n) := a, fyrir 6ll n € N. Pad er pvi litil 4steeda til pess ad gera mun & runum og
follum N — R.

4. I stad pess ad nota R sem varpmengi getur madur notad C.

5. 1 sumum kennslubékum er runa (a, )nen taknud med {a,}, sem er afar éheppilegt
pvi svona er mengi yfirleitt taknad. I runu skiptir ro6din 4 stokunum mali, {
mengi aftur & moéti ekki.

m Dcemi 7.1 Nokkur demi um runur.

1. (n)nen = (1,2,3,...), b.e.runan (an)neny bar sem a,, = n fyrir 61l n € N.

2. ((—2)™)pen = (—%, Tt B .), b.e. runan (a,),en bar sem a,, = (—2)7" fyrir
oll n € N.

3. Skodum runurnar (a,),en 0g (bn)nen, bar sem a,, := (—1)""!ogb,, := cos((n—1)7)
fyrir 6ll n € N. Petta er sama runan pvi

by = cos((n — )mr) = (=1)"" ' =a, fyrirolln e N.

4. Vi skilgreinum rununa (a,,),eny med a1 := 1 0g a,, := /6 + a1 fyrir 6ll n > 2.
Petta skilgreinir runu pvi vid getum reiknad ut a, fyrir hvada n € N sem er.
T.d. er

a3 = VB Faz = /6 4+ VBT ar = 6+ VBT =6+ V7.

5. Vid skilgreinum rununa (a,),eny med a; := 1, ag := 1 0g ap, := ap—1 + an—2 fyrir
0lln e Nsemerusterrien2. Td.eraz=as+a1=1+1=2, a4y = a3z +as =
2+1 =3 og a5 = a4 +az = 3+ 2 = 5. Pessi runa gengur undir nafninu
Fibonacci-télurnar.

Skilgreining 7.1.1 Nokkur hugtok notud til pess ad lysa runum.
Latum (ay)nen vera runu af rauntélum.

a) (ap)nen er sogo vera takmorkud ad nedan ef til er L € R b.a. L < a,, fyrir 6ll
n € N. Talan L er s6g0 vera nedra mat fyrir rununa.
(an)nen er sogo vera takmorkud ad ofan ef til er M € R b.a. M > a,, fyrir 611
n € N. Talan M er sog0 vera efra mat fyrir rununa.
(an)nen er sogd vera takmorkud ef tiler K € R p.a. K > |a,| fyrir 61l n € N.
Ath. runan er takmoérkud ppaa. hin sé takmorkud ad ofan og ad nedan.

b) (an)nen er sogd vera jakvaed ef talan 0 er nedra mat rununnar (a,, > 0 fyrir 611
n € N).
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(an)nen er sogd vera neikveed ef talan 0 er efra mat rununnar (a,, < 0 fyrir 61l
n € N).

¢) (ap)nen er sogd vera vaxandi ef a,+1 > a, fyrir 6ll n € N og er s6g0 vera
minnkandi (eda fallandi) ef a,,+1 < a, fyrir 61l n € N. Hun er sogo vera
einhalla ef hun er vaxandi eda minnkandi.

Ef (ap)nen er runa af tvinntélum, pa heitir hin takmorkud eftiler K € Rp.a. |a,| < K.

m Daemi 7.2 Runan (27"),,cy er takmorkud og minnkandi runa. T.d. er 1/2 efra mat og
0 nedra mat. Hun er einnig einhalla. "

m Deemi 7.3 Tvinntélurunan (e™),,cy er takmorkud pvi

") = \/COSQ(n) +sin?(n) = 1 fyrir 61l n € N.

Yfirleitt hefur madur bara ahuga a pvi hvernig runa hegdar sér fyrir stor n € N, p.e. fyr-
ir 61l n € N steerri en einhver akvedin tala. T.d. er runan (—5,—-4,—-3,-2,-1,0,1,2,...)
jakvaed, nema fyrir fimm fyrstu lidina. Madur segir ad runan sé jakvaed ad lokum
(e. ultimately positive). Almennt notar madur ad lokum til pess ad tja ad fra og meod
einhverjum 1id hafi runan einhverja tiltekna eiginleika.

Yfirleitt hefur madur litinn ahuga a 66ru en markgildi runu:

Skilgreining 7.1.2 Latum (a,),en vera runu af rauntélum. Vid segjum ad runan sé
samleitin ef til er tala L € R b.a. |a, — L| verdur eins litid og vera vill fyrir négu stér

n € N. L heitir pa markgildi rununnar og vio ritum lirf an, = L. Runa sem ekki
n—-+0o0

er samleitin heitir dsamleitin. Nakveem skilgreining er:

Runan (a,),en heitir samleitin med markgildid L € R, ef fyrir sérhvert ¢ > 0 er til
N € Nb.a.
efn> N,paer|a, —L| <e.

I skilgreiningunni 4 markgildi ma allt eins gera rad fyrir pvi ad (an)nen S€ runa
af tvinntolum og ad L € C.

m Deemi 7.4 Skodum rununa (1/n),cn. Pessi runa er samleitin og hefur markgildio
0. Af hverju? Latum ¢ > 0 vera gefio. Med bvi a0 lata N € N vera tolu > 1/¢, pa er
e > 1/N og tryggt er ad

— =0 _N<€ fyrir 61l n > N.

n

1 ‘ 1 1
=-—-<
n

Oft er paegilegt ad nota ad vido kunnum ad finna markgildi falla, svo vid skodum
tilsvarandi fall fyrir rununa sem vio erum ad skoda. Ef f : R — R er fall og (ay,)nen
er runa og a, = f(n) fyrir 6ll n € N, pa gildir: Ef f(z) hefur markgildid L € R begar
T — 400, pa er runan samleitin og

lim a, = L.
n—-+oo
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m Daemi 7.5 Par sem fallid f : |0, +oo][ — R, f(x) = 1/z, hefur markgildid 0 begar =
stefnir 4 6endanlegt og f(n) = a,, = 1/n fyrir 6ll n € N, ba er runan a,, = 1/n samleitin
og hefur markgildié 0. "
m Daemi 7.6 Athugid vel ad fullyrdingar eins og i sidasta deemi gilda ekki i hina attina.
Latum t.d. f : R — R, f(z) = sin(nz), og (an)nen Vera runu par sem a,, = 0 fyrir 611
n € N. Pa er a, = f(n) fyrir 6ll n € N og augljéslega er lim,,_, | a, = 0. Engu ad sidur
hefur f(x) ekki markgildi begar z stefnir a 6endanlegt. "

Runa sem stefnir 4 +00 eda —oo eda hefur ekkert markgildi er so6gd vera 6sam-
leitin.

Ef rauntoluruna (a,,),en er ekki samleitin, pa er hin s6g0 vera 6samleitin. Ef fyrir
sérhvert M € R er til Ny, € N p.a. fullyroingin ,ef n > Ny, ba er a,, > M“ er sonn, pa
segjum vid ad runan stefni 4 +oco pegar n stefnir 4 6endanlegt og ritum

lim a, = +o0.
n—-4oo

Samsvarandi ritum vid
lim a, = —o0
n—-+4oo

ef fyrir sérhvert L € R er til N;, € N p.a. fullyrdingin ,, efn > N, pa er a,, < L“ er sonn.

m Daemi 7.7 Runan ((n — 1)/n),en er samleitin med markgildid 1. Runan (n),cy er
6samleitin og lim,,_, o, n = +00. Runurnar ((—1)"),en 0g ((—1)"n),en eru 6samleitnar.
|

Af reglum um reiknireglur fyrir markgildi falla leidir eftirfarandi beint.

Latum (a,)nen 0g (by)nen vera samleitnar runur af rauntélum og c € R. Pa er

lim ca, =c lim a,,

n—-+oo n—-+00
lim (ap, +b,)= lim a,—+ lim b
n%+oo( m n) n—-+o0o " n—-+4o0o ™

lim a,b, :< lim an) ( lim bn>
n—-+0o n—-+00 n—-+00

og
1 1
lim —=——— ef lim a, #0.
n—+00 ay, lim a, n—+oco
n—-+o0o

Reiknireglurnar hér ad ofan eru lika réttar fyrir tvinntalnarunur (a,),en 0g
(bn)nen og c € C.

A9 auki leidir af Klemmureglunni: Ef (a,)nen, (bn)nen 08 (¢n)nen €ru runur p.a. a, <
by < ¢, fyrir 6ll n fra og med einhverjum lid (ad lokum) og

lim a,= lim ¢,=0L,
n—-4o0o n—-4o0o

béa er (b,)nen samleitin og lim b, = L.
n—-+o0o
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m Deemi 7.8 Runan (vVn? + 2n — n),cy er samleitin med markgildid 1 pvi

JZ L on—m = (Vn?+2n—n)(Vn?+2n+n) 2n B 2
Vn2+2n+n vn2+2n+n  J14+2/n+1
S
2 2

2
I 2+ 2n—n)= lim = N -
n_l)I_‘I_loo(m ) n—+oo \/14+2/n+1 lim ( 1+2/n+1) 1+1

n—-+00

m Daemi 7.9 Synid ad runan (cos(n)/n)nen S€ samleitin med markgildid 0.
Lausn: Athugum ad

-1 _cos(n) 1
n n n
og
-1 1
im — = lim —=0
n—+oo N n—+oo n
Klemmureglan segir pa ad
) cos(n)
lim =0.

Nokkrar mikilveegar stadreyndir um runur eru:

Regla 7.1.1 Latum (a,),cn vera rauntalnarunu. Pa gildir:

1. Ef (ay,)nen er samleitin, pa er hin takmorkud.
2. Ef (ay,)nen er takmorkud ad ofan og vaxandi ad lokum, ba er hin samleitin.
3. Ef (an)nen er takmorkud ad nedan og minnkandi ad lokum, pa er hin samleitin.
4. Ef (ap)nen er vaxandi a0 lokum, ba gildir nakvaemlega eitt af tvennu:

a) Han er samleitin. b) Hun er 6samleitin og nll)l}_loo an, = +oo.

5. Ef (an)nen er minnkandi ad lokum, pa gildir nakveemlega eitt af tvennu:

a) Hun er samleitin. b) Huin er 6samleitin og lirf ap = —00.
n——+0oo

Sonnun. 1. Gerum rad fyrir ad (a,),en sé samleitin med markgildid L. P4 er fyrir
e=1til N.e Nb.a.efn> N.béder |a, — L|<e=1.Enbder|a,| <|L|+1 fyrir
oll n > N. og pa

’an’ < max{|a1\, ‘02’7 ‘03’, ey ‘a'N5|7 ’L‘ + 1}

fyrir 6ll n € N.

2. Leioir af fullkomleika rauntalnakerfisins (rauntéluasinn hefur engin gét). Raun-
télurnar eru skilgreindar pannig ad petta verdur ad gilda. Ahugasamir geta
googlad Dedekind cut.

. Leidir af fullkomleika rauntalnakerfisins (rauntéluasinn hefur engin got).

4. Gerum rad fyrir ad (a,)nen € vaxandi ad lokum. Ef hun er takmorkud ad ofan,

pba er hun samleitin skv. 1id 2. Ef hun er ekki takmorkud ad ofan, pa hlytur

lim a, = +oc.
n—4o0o

5. Svipao og 4.

w
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m Daemi 7.10 Synid ad runan (a,),cn, par sem

n2

-3 .
-} fyrir 6ll n € N,

an —
n3

sé minnkandi ad lokum.
Lausn: Skilgreinum fallid f : R — R,

2 -3
=57

Pa er (& — 02— 8)
iy w(x® =9z —
Fo=""y

ogefz >4baer f/(x) <0. Pvier f minnkandi fall 4 bilinu [4, +00[ og bar med (ay,)nen
minnkandi ad lokum, pvi efn > 4 pa er

an=f(n) > fn+1) =apt1.

Regla 7.1.2 Tvo afar mikilvaeg markgildi eru:

1. Ef x € R og |z| < 1, ba gildir

lim z" =0.
n—-+4o0o

2. Fyrir hvada = € R sem er gildir

xn

lim — =0.
n—+oo n!

Regla 7.1.2 er lika rétt fyrir z € C.

Sonnun. 1. Fullyroingin er augljéslega rétt ef x = 0. Vido gerum pvi rad fyrir ad
0 < |z| < 1. Audséo er ad

—la]® < 2™ < faf"

svo pad naegir vegna Klemmureglu ad syna ao llff |z|"™ = 0. Latum e > 0 vera gefio.
n o

Vio veljum N, € N p.a.
In(e)

N >
In(|z()
bvi ba gildir skv. reglum fyrir lografoll og af pvi ad In(|z|) < 0 pvi 0 < |z| < 1, ad

In(|z"*) < In(e),

sem er jafngilt
lz|Ve < e

pvi In er stranglega vaxandi fall. En ba gildir fyrir sérhvert n > N, ad

[l* =0 = Ja|* < 2| <&
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svo (|z|")nen er samleitin med markgildid 0.
2. Veljum N € N b.a. N > |z|. Pa gildir fyrir sérhvert n > N ad
I O O O R I ol . B - o
n! 1 2 3 N-1 N N+1 n 1 2 3 N-1 N N N
svo med y := |z|/N < 1 og
=] |z| |zl zl 1N
) 7 Tl R A i :
1 2 3 N -1
gildir
z" n
mn.
Afbvi |y| < 1 ba feest med Klemmureglunni og pvi sem ofan var synt ad
n
lim |—| = 0.
n—+oo | n!
|

Sénnunin 4 1i0 2. hér ad ofan er deemigerd fyrir sénnun fyrir runur og hugmyndin
er einfold. Vio festum z og getum ba alltaf fundid heila télu N b.a. N > |z|. Vid

getum litid sagt um lidina

lz]

A med keN og 1<k<N-1,

en peir eru bara endanlega margir svo margfeldi peirra er bara einhver rauntala;

hugsanlega mjog stér en samt endanleg. Fyrir lidina

% med k€N og N <k,

vitum vid a0 peir eru ekki steerri en |z|/N bvi k > N og |z|/N < 1pvi N > |z|.
Fra 1io 1. i reglunni vitum vid svo ad ef vio margfoldum télu sem er minni en
einn 6endanlega oft vid sjalfa sig er nidurstadan nill. Ad lokum notfeerum vid
okkur ad null sinnum hvada endanlega tala sem er gefur ndll. Sonnunin er bara

steerdfeeroilegri framsetning 4 pessari hugmynd.

s Deemi 7.11

. 3" 44" 45" .
llm —_— = hm
n——+o00 An n——4o0

3\" 4N\
- - 1|=04+0+1=1.
(5) +(5> +} o
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Afingar 7.1

Afing 7.1.1 Skodum hina freegu Fibonacci runu, sem er skilgreind med a; = 1, a2 = 1
0g apt2 = apn + Gnt1,n € N.

a) Synid ad runan er vaxandi.

b) Synid ad runan er 6samleitin.
Abending: 11id b) er t.d. haegt ad gera rao fyrir ad runan sé samleitin ad L € R og
syna svo ad pad leioir til métsagnar.
|

Afing 7.1.2 Skodum rununa (a, ),en sem er skilgreind med a; =2, a3 =1 0g ay12 =
2ap11 — an — 2 fyrir 6ll n > 1.

a) Reiknid a3, a4 0g a5 og dragio alyktun um halla rununnar.

b) Sannid med prepun ad runan sé minnkandi.
Abending. I b)-1id hentar betur ad sanna ad apt1 — ap < 0 fyrir 6ll n € N. n

—4
Afing 7.1.3 Skodum rununa (a,),en bar sem a, = n

a) Finnio efra mat ef runan er takmorkud ad ofan og nedra mat ef runan er
takmorkud ad nedan.

b) Er runan jakveed eda neikvaed ad lokum?

¢) Er runan vaxandi eda minnkandi? Munid ad rokstydja.

d) Er runan samleitin eda 6samleitin?

7.2 Radir

Vio snim okkur ad rodum, p.e. 6endanlegum summum. Latum ap, k& € N, vera
rauntélur. Vido hofum ahuga 4 pvi hvort vid getum skilgreint 6endanlegu summuna

+0o0
Zak ‘=a1+azx+az+ag+ ...
k=1

P.e. vi0 viljum geta sagt hvort r6din er samleitin eda 6samleitin; med 60rum ordum,

hvort summan sé ad stefna 4 eitthvert tiltekid gildi eda ekki pegar vid beetum vid
lidum. Til pess a0 akvaroda petta getum vio skodad hlutsummurunu radarinnar.

7.2.1 Hlutsummurunur

Vid byrjum 4 bvi a0 bia til runu (s, ),cn, par sem

n
Sp = Z ak.-
k=1
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+0o0 +0o0
Runan (s, )nen er kollud hlutsummuruna radarinnar  _ aj. Vid segjum ad rodin » _ a;

k=1 k=1
sé samleitin ef hlutsummurunan (s, ),cn er samleitin og vid skilgreinum pa

+o0

Zak = lim s,.
n—-+o0o

k=1

+oo
Ef hlutsummurunan (s, ),cy er 6samleitin, pa segjum vid ad rodin Z ay, Sé 6samleitin.
k=1
Ef lim s, = +oo ba skilgreinum vid
n—-4o00
+oo
Z ap 1= +00
k=1
ogef lim s, = —oco ba skilgreinum vid
n——+oo
“+00
Z aj := —00Q.
k=1
m Deemi 7.12 Skodum rodina
+o0 1
> o
P2
Vid byrjum & bvi ad mynda hlutsummurununa (s, ),cn bar sem
n
1
87’1 — Z 27]{:
k=1
T.d. er
1 1 n 1 3 o 1 n 1 n 7
S1 = — So — — _—— - = - _ _ = —,
1Ty 27T T % BTy 8
Sidar munum vid reikna ut formuluna
1
Sn — 1 27”,
en af pessari formulu leidir ad lirf sn = 1 svo skv. skilgreiningu er
n—-—+0oo
“+o00
1
k=1

Audvitad er ekki naudsynlegt ad byrja ad telja fra 1 i summunni. T.d. er

+oo +oo
Z 1 1 1 1 Zl
k=1 k=0

7.2.2 Kvétaradir

Afar heppilegt er ad (lang) mikilveegasta r60in er einnig ein af peim einfaldari, hin
svokallada kvotaroo (e. geometric series):
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Skilgreining 7.2.1 R0 af gerdinni
+o00
>
k=0
er kollud kvéotarod med kvotann r.

Vid hofum adur sannad 1 Reglu 7.1.2 ad ef |r| < 1, ba er khgl r¥ = 0. Skodum ni
—r+00

hlutsummurunu kvétaradar,
n
spi=y =0l et
k=0

fyrir 6ll n = 0,1,2,...,n. Athugum ad

(T=r)sp=r"+rt+r2 4+ 4" =4 2%+ 40"
e A e e o e S e (e e e S Sl
=1— ¢!

svoefr # 1, paer

1 — pntl
S =
" 1—r
og bar med, ef |r| < 1, er
1—pntt 1
lim s, = lim = .
n—r—+00 n—4o0 1 —7 1—r

Athugid: Vio hofum

+oo
Zrk:+oo efr>1

k=0
“+oo
og Z r¥ er einfaldlega 6samleitin ef r < —1.
k=0
+o0o 400
Kvétarodin er stundum skrifud Z ar"t=aq Z r", par sem a er fasti.
n=1 n=0

Radir med tvinntolustudlum er haegt ad fjalla um 4 mjog svipadan hatt med pvi

a0 skoda hlutsummurunur. Sér i lagi gildir

+oo n+1
F_og . 1—7r 1
E r"= lim s, = lim =
=0 n——+00 n——+oo 1—7r 1—7r

+oo
efre Ch.a.|r|<1og Zrk er 6samleitin ef |r| > 1.
k=0
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Kikisradir

Daemi um adrar radir par sem audvelt er ad reikna summuna eru svokalladar kikisradir
(e. telescoping series). I peim styttast neer allir lidir ut eftir stofnbrotalidun. Skodum
t.d.

“+o00 1

= k(k+1)
Med umritununni

1 1 1

k(k+1) k k+1

sér madur ad

oL S Ly
Zk(k+1) Z=\k k+1) 1 272 33 4

svo hlutsummurunan er mjég einf6ld pvi allir 1idir nema sa fyrsti og sidasti styttast
at,

" 1 1
STL = Z —_— ]_ _——_——
= k(k+1) n+1
og par med gildir
+oo
1 1
— = lim (1- = 1.
;k(mn nffoo< n+1)

Nokkrar gagnlegar stadreyndir um radir
Regla 7.2.1 Ef r66in

+oo
> ax
k=1

er samleitin, pa gildir lim a; = 0.
k——+o0

Sonnun. Myndum fyrst hlutsummurununa
n
Sp — Z ag.
k=1

Pa gildir, pvi r6din er samleitin, ad til er a € R b.a.

“+00
a= ap = lim s,.
Z k n—-+o0o "
k=1
En pa gildir, vegna ay = s — si_1, a0
lim ar = lim (sg—sg_1)= lm sy — lim sz 1=a—a=0
k——+o00 k——+o0 k——+o00 k——+o00

skv. reiknireglum fyrir runur. |
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Athuga ber a0 khT ar = 0 er naudsynlegt skilyroi, en ekki naegjanlegt. T.d. gildir
—+00

lim 1/k = 0 en eins og vid munum syna sidar er
k—+o00

+001

Zkz—i-oo.

k=1

Nokkuo augljost aetti ad vera ad neesta regla gildir, pvi pad munar bara télunni
N-1

Z ar € R a r6dunum.
k=1

Regla 7.2.2 Fyrir 6ll N € N gildir: R6din

+o00
D o
k=1

er samleitin, ppaa. r60in

er samleitin.

Regla 7.2.3 Ef runan (ay)ken er jakvaed (ad lokum), ba gildir ndkveemlega eitt af
tvennu:

+00 oo
a) Z ay er samleitin  eda b) Z a = +00.
k=1

k=1

Sonnun. Hlutsummurunan (s, ),en,

n
Sp = Z ag,
k=1

er vaxandi (a0 lokum), pvi fyrir 61l négu stér k er a; > 0. Vido notum Reglu 7.1.1 1i6 4)
til a0 sja: Ef runan (s,),cy hefur efra mat M € R, b.e. s,, < M fyrir6ll n € N, ba er

+oo
hiin samleitin, og par med er Z ay samleitin. Ef (s,,),en hefur ekki efra mat, ba gildir
k=1
+oo
Zak = lim s, = 4o0.
—1 n—-+00
|
Neesta regla leidir beint af samsvarandi eiginleikum fyrir runur.
+oo +oo
Regla 7.2.4 Ef ) " a; og > by, eru samleitnar radir og c € R, pa gildir:
k=1 k=1

+00 “+oo
Z cap = ¢C Z Q..
k=1 k=1
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+o00o
Zak+bk Zak—l—Zbk.
k=1

Ef a, < by fyrir 61l k£ € N, pa gildir

+oo +oo
Z ap < Z bg.
ls=I1l k=1

m Dcemi 7.13 Reiknum
197 4 ok#1

k
k=1 3

Lausn: Byrjum & pvi a0 reikna

I
3k 3k+1_ 3k 3 1-1/3 3 20 2
Svo reiknum vio
400 ok+1 +00 ok+2 +o0 k
2 2 4 2 4 1
oL amoia(3) =5 et
k=1 k=0 k=0
En par med er synt ad
+00 k+1  +00 +00 ok+1
142 2 9
R I R0k R TTEE
3 3 3 2 2

k=1

7.2.5 Skilyrt samleitni og alsamleitni
Alsamleitnar radir eru sérstaklega ahugaverdar samleitnar raoir.

+oo Too
I Skilgreining 7.2.2 R60in Z ay, er sogo vera alsamleitin ef r6din Z |ay| er samleitin.
k=1 k=1

Eftirfarandi stadreynd er mikilveeg.

+0o0
Regla 7.2.5 Ef r60in Z ay, er alsamleitin, pa er hin samleitin.
k=1

Sonnun. Vio setjum by, = ay, + |ay| fyrir 61l k € N. Pa er
0<b,=a+ |ak| < 2|ak| fyrir 6ll ke N

+o00
svo runan (by)xen er jakveed og af pvi ad Z ay, er alsamleitin gildir
k=1

+oo
Z |ak| = A < +o0.
k=1
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En b4 er skv. sidasta 1i0 1 Reglu 7.2.4

+o0 +oo

E:f% Sil}:]ak\::2A.<«+oo
k=1 k=1
+oo

og pa skv. Reglu 7.2.3 r66in Z b, samleitin. En ni er ay, = by, — |ay| fyrir 6ll £ € N svo

k=1
skv. midlionum i Reglu 7.2.4 er

+00 “+o0o +oo +00
Dok = (e —laxl) = > bk =3 laxl,
k=1 k=1 k=1 k=1
+0o0
b.e. r6din > ay, er samleitin. [ |
k=1
“+oo
Nakveaemlega pad sama gildir fyrir tvinntalnaradir Z ay. Ef rauntalnarunan
k=1
+oo —+00
Z |ai| er samleitin, sem er jafngilt pvi ad Z lakx| < 400, er tvinntalnarodin
k=1 k=1
—+oo
Z aj, samleitin.
k=1

Skilgreining 7.2.3 R60 sem er samleitin, en ekki alsamleitin er sogd vera skilyrt
samleitin.

Ekki augljés stadreynd er, ad pad eru til skilyrt samleitnar radir. T.d. er heegt ad syna
ad

+00 k—1 +00 k—1 +oo

—1 -1 1
E 7< ]2 =In2 en g 7( ]z = E T +00.
k=1 k=1 k=1

+oo
Til bess ad syna ad roo Z ay, sé alsamleitin er nég, skv. Reglu 7.2.3 a0 syna ad

k=1

—+o0
> lak| < +oc.
k=1

Petta er yfirleitt gert med pvi ad syna ao til sé einhvert M € R p.a. fyrir hvada
N € N sem er gildi

N

> lak] < M.

k=1

Augljoslega eru hugtokin samleitni og alsamleitni jafngild hugtok fyrir r66 meo ja-
kveedum tolum.

Miklveegi alsamleitni raedst ad mestu af eftirfarandi setningu.
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+oo
Regla7.2.6 a) Efrodin Z ay er alsamleitin, pa er sama 1 hvaoa r60 vio leggjum

k=1
lidina saman, vio faum alltaf sému ttkomu.
—+00

b) Efrooin Z ay, er skilyrt samleitin, pa getum vio fyrir hvada L € R sem er radad
k=1
lidunum a; upp a nytt p.a. 6endanlega summan sé L. A9 auki er mogulegt
a0 rada lidunum qa;, p.a. 6endanlega summan sé +oco eda —oco. Vid getum lika
radad lidunum b.a. r60in hafi ekki markgildi.

EKkki verdur farido nakveemlega i sonnunina hér, en megin astaedan er su ad ef r6din
“+oo
Z ay, er skilyrt samleitin, pa er 6endanlega summa negativu lidanna —oco og éendan-
k=1
lega summa jakvaedu lidanna +oo. b)-lidurinn er pvi ein utgafa pess ad ekki er haegt

a0 skilgreina +oco — co svo eitthvert vit sé i.
Athugio ad skilyrt samleitni radar er skritin samleitni og itkoman Gr summunni er
einungis hao ro0 lidanna. Ef vio hefoum t.d. ekki skilgreint

N

—+00
Zak sem lim Zak: lim (a3 +a2+as+...+an)
p—t N——+oo p N—+400

heldur sem

lim (a1 +a3z+as+...+aany1 +az+as+ag+ ...+ asn),

N—+o00

pa veeri itkoman almennt 6nnur hja skilyrt samleitnum ré6dum. Pad ma pvi feera
sterk rok fyrir pvi ad skilyrt samleitni sé ekki g6 samleitni.

Alsamleitni er mikilveegara hugtak en skilyrt samleitni pvi par er summan 6hao pvi i
hvada r60 vid leggjum lidina saman!

Afingar 7.2

Afing 7.2.1 Reiknid summu radarinnar

X3 +4

n=1

Afing 7.2.2 Reiknid summuna
400 €n+2

n—3"
n=3 3
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Afing 7.2.3 Reiknid summuna ef r60in er samleitin, eda roksty0jio ad hun sé ekki
samleitin.

+00 n+3 +o0 32n +00

= @ n—1
a > L b > om0 Y DY
n=3

n=2 n=1 n=1

Afing 7.2.4 Finni6 hlutsummurunu kikisradarinnar
+Z°:° 1
(n+1)(n+2)

n=2

og notid hana til a0 reikna summu radarinnar.

+oo 1

nz::l n(n + 2)

og notid hana til ad reikna summu radarinnar.

Afing 7.2.6 Reiknid hlutsummurunu radarinnar

= (n+1>
Zln .
n=1 w

Er rodin samleitin?

Afing 7.2.5 Finni6 hlutsummurunu kikisradarinnar
|

Afing 7.2.7 Eru eftirfarandi fullyrdingar réttar eda rangar? Roksty9djio svario vand-

lega.
+oo

a) Ef runan (a,),cn er samleitin, pa er r6din Z a, samleitin.

n=0
—+00

b) Ef rodin Z b, er samleitin, pa er runan (b,,),cn samleitin.

n=0

7.3 Samleitniprof

Almennt er erfitt ad reikna summur rada og oft naegir lika ad vita hvort einhver tiltekin
r60 sé alsamleitin eda ekki. Megin astadan fyrir pessu er ad vio viljum skilgreina f6ll
af gerdinni

+oo
fl@) =) anz"
n=0
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og burfum ba ad vera viss um ad pau séu vel skilgreind, b.e. ad f(z) hafi einhverja
merkingu fyrir tiltekin = € R. Ef vid getum verid viss um pad, pa ma nalgast rétta
gildid eins mikid og porf er & med pvi ad leggja saman négu marga 1idi radarinnar. Til
pess a6 skera ur um pad hvort r6o sé alsamleitin eru til ymsar adferdir. Hér a eftir
fylgja nokkrar paer mikilvaegustu.

Regla 7.3.1 — Heildispréf. Latum (ag)ien vera runu, N € Nog f : [N, +oo[ — R vera
samfellt fallandi (minnkandi) fall b.a. f(z) > 0 fyrir 6ll € [N, +oo[ og f(n) = ay,
fyrir 6ll n € N, n > N. Pa gildir:

a) Ef

+00 too
/ f(t)dt = +o0, baer Z ay = +00.
N k=1

b) Ef

+00 too
/ f(t)dt < +o0, Da er rodin Z ar < +oo alsamleitin.
N k=1

Sonnun. Sést best med pvi atta sig 4 pvi ad

+00 +o0 I
Zakg/ f(x)de < Z ag.
k=N

N k=N—1

Skodum til pess fyrst Mynd 7.1. A henni hefur stlan lengst til vinstri heedina a1 og
breiddina 1 og par med flatarmalid a;, neesta hefur haedina a; og breiddina 1 og par
me0 flatarmalid as og svo framvegis. Vid sjaum ad flatarmalio undir silunum er steerra
en flatarmalid undir grafi fallsins y = f(x), taknad med feitu svortu linunni. Ef vio
imyndum okkur ad myndin nai upp i 6endanlega stér x, pa sést ad flatarmalid undir

sulunum io ay er staerra en flatarmalio /1 e f(z) dz undir grafinu y = f(z). Ef vid
hlidrum sfiTllmum um einn til vinstri eins og 4 Mynd 7.2, b4 eru sulurnar undir grafi
fallsins og 4 svipadan hatt sjaum vio ad Jio ap er minna en /1 - f(x) dx. A pessum
myndum er N = 1, en pad skiptir klérlega];:eQIlgu mali fyrir nidurstéduna. |

m Dcemi 7.14 Synid ad rodin
L
i
er samleitin ef p > 1 og 6samleitin ef 0 < p < 1.
Lausn: Vid skilgreinum f :]0, +0co[ — R, f(z) = 1/zP. Pa er
fl@) = —pa™P71 <0

fyrir 6ll z > 0, svo f er samfellt og fallandi fall og augljéslega er f(k) = 1/kP fyrir 61l
keN.Nuer,efp+#1,

/1+Oof(w)dx—/1+oocz—

og par sem

_ r=-400

-p+1

x Pl 1
= lim —
z=s+o0o —p+1 —p+1

r=

lim 2P =0 efp>1logpd—p+1<0

Yy—r+o0
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Mynd 7.1: Graf minnkandi falls y = f(x) og stilur med haed a; = f(1), a2 = f(2), o.s.frv.

0.9

Mynd 7.2: Graf minnkandi falls y = f(x) og stilur med haed ay = f(2), ag = f(3), o.s.frv.

og

lim 277 =400 ef0<p<loghd—p+1>0

y—+00
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gefur Regla 7.3.1 a0
400 1

il
er samleitin ef p > 1 og 6samleitin ef 0 < p < 1.

Fyrirp=1ler
+00 d r=+00
/ & [ln(az)} = 400,
1

x r=1

svo skv. Reglu 7.3.1 er
*Z‘X’ 1 +Z°° 1
ok Sk

6samleitin. -

p=1

Regla 7.3.2 — Samanburdarpréf. Latum (ay)xen 08 (bg)ren Vera runur af jakveedum
rauntélum og K > 0 vera fasta og gerum rad fyrir ad a;, < Kby ad lokum, p.e. til er
N € Nb.a.efk > N, pa er ap < Kb. Pa gildir

+00 +o0
0< Z ar < K Z by,
k=N k=N

SVO:
+00 too

(a) Efrooin Z by, er samleitin, pa er r6din Z ay, samleitin.

k=1 k=1
+o00 T

(b) Ef rodin Z ay er 6samleitin, pa er r60in Z b, 6samleitin.
k=1 k=1

+00
Sonnun. Ef r6din Z bi, er samleitin, pa er
k=1

+oo +oo

0< > ar <K ) by <+
k=N k=N

+00 too
svo rodin Y  aj er samleitin og bar med > ay.

k=N k=1
+oo

Efrodin »  aj, er 6samleitin, pa er
k=N

“+o0 “+o00
+00 = Z ag < K Z bk
k=N k=N
svo vid hofum

+0o0

Z b = +o00,

k=1

—+00

sem pyoir ad rodin Z bi, er 6samleitin. |
k=1
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—+oo

Samanburdarprofid i Reglu 7.3.2 gefur enga nidurstéou ef Z ay, er samleitin eda
k—
+oo '
ef rodin Z by, er 6samleitin.
k=1
m Daemi 7.15 Er r6din
+00 (_1)k
2
2+l
samleitin?
Lausn: Vio sjaum ad
(-DF] 1 _ 1
2k 41| 2k 41— 2k
fyriroll £ = 1,2, ... og par sem
+ZOO L 1 < 400
= =
P2
+o0 (_1)k‘
segir Regla 7.3.2 okkur a0 r6din Z 1 sé alsamleitin og par med samleitin. "
k=1
m Daemi 7.16 Er r6din
i" 3k +1
3
okl
samleitin?
Lausn: Vio sjaum ad
3k+1 3k 1 3k 1 1 1 1
0 T - + = <354 5 =4

“Brl B1l Brl B BSteRTrE e

fyrir6ll £ = 1,2,... og par sem
+oo
Z — <+
2
ok
er rodin
i" 3k +1

3
il o

alsamleitin og par med samleitin. Reyndar eru allir 1idir radarinnar jakveaedir svo

enginn munur er a hugtakinu samleitni og alsamleitni. n
m Daemi 7.17 Er rodin

*Z":O 1

= In(k)

samleitin?
Lausn: Vio sjaum ad fyrir 6ll k = 2,3,... er
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og vio vitum ad

>t
ok
Par me0 er rodin
io 1
= In(k)
ekki alsamleitin og par med heldur ekki samleitin, pvi allir lidir hennar eru jakvee0ir.
Hun er sem sagt 6samleitin. n
Regla 7.3.3 — Markgildisprof. Ef (aj)ren 08 (b )ken eru runur af jakvaedum rauntélum
b.a.
lim 2 _1p,
k—+oo by
par sem L € R eda L = +oo. Pa gildir:
+00 aree
(a) Ef L < +00 og rédin » _ by, er samleitin, bé er rodin » _ aj, samleitin.
k=1 k=1
+oo “+o0o
(b) Ef L > 0 og rodin Z by er 6samleitin, pa er rooin Z ay, 6samleitin.
k=1 k=1

Sonnun. Ef L < 400, paertil N € N b.a. fyrir 61l £ > N er b, > 0 og

o< <y
by

En pa er
0<ar < (L+1)bk
+o0o
fyriroll k = N,N +1,N +2,..., svo skv. Reglu 7.3.2 er r60in Z ay, samleitin.
k=1

Ef L > 0,paertil M € N b.a. fyrir 6ll £ > M er

L L
9% > min{1, 2}, pe. ap>min{l, = }b.
by, 2 2

Ef nu
“+o00 “+o00 L 400
b, = A > min{l, — b, =
Zk +o00, paer Zak_mln{,Z}Z L = +0o
k=1 k=M k=M
+o00
svo rodin »  ay, er 6samleitin. ]
k=1

Regla 7.3.3 gefur enga nidurstoou ef
+oo

* [ = +00 og rodin Z by er 6samleitin.

k=1
—+o00

¢ L =0 og rodin Z by, er samleitin.
k=1
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m Daemi 7.18 Er rodin
“+oo 1

kz::l 1010 +

samleitin?
Lausn: Vid hofum

Y0 VB L V)

T e e om0 vk
0g
= 1
Pbvi er skv. Reglu 7.3.3 r60in 6samleitin. "

m Deemi 7.19 Er rodin
*z":" k+5
3 _
= k3 —2k+3
samleitin?
Lausn: Vid hofum
(k+5)/(k* -2k + 3) k3 + 5k?

I lim 20—
e 1/k2 Tt k3 2k + 3

0og
+o0

1
Z — < +00.
2
ok
Pvi er skv. Reglu 7.3.3 r60in alsamleitin og par med samleitin. n

s Daemi 7.20 Er rodin
—+00 1

Z 1000 100
= 101000); + 10

samleitin?
Lausn: Nu er

lim 1/(10'%%% +10'%%) ; k _ 101000 & g
ko>t oo 1/k ™ koo 101000 4 10100
og
Jio:o L 400
ok
Pbvi er skv. Reglu 7.3.3 r60in 6samleitin. "

Abending: Af sidustu deemum aetti ad vera ljost ad frekar audvelt er ad atta sig a
alsamleitni rada af gerdinni

par sem

&

k (7.1)

Ol

P(k) = ag + a1k + ask® + ... + a,k" og Q(k) =by + bk + bok® + ...+ bk*
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eru marglidur af stigi r» og s. Svo framarlega ad Q(k) sé ekki null fyrir eitthvert
k= N,N+1,... er n6g ad athuga mismuninn s — r. Pa faest med Reglu 7.3.3 og
samanburdi vid rédina

Jio 1 _{R<+oo ef s—r>1

= ks +00 ef s—r<1

ef s—r>1, paerrodin (7.1) er alsamleitin,
ef s—r <1, paerrodin (7.1) er ekki alsamleitin.

Athugio a0 ef r — s = 1 gaeti r60in (7.1) verid skilyrt samleitin. Einnig er audvelt ad sja
ao P(k) og Q(k) purfa ekkert endilega ad vera marglidur, nég er ad beir lidir i peim
sem vaxa hradast vaxi eins og k i veldinu r og s, b.e. P(k) ~ k" og Q(k) ~ k*, 0og 7 0g s
purfa ekkert endilega ad vera heilar télur

Regla 7.3.4 — Kvétaprof. Latum (ay)rey vera runu. Ef til er N € N b.a. a; > 0 fyrir
oll £ > N og markgildio

p:= lim Gk i1
k—+4o0o Qg
er til eda a
lim = = 400 (1 pessu tilfelli setjum vid p := +00),
k—+oco Qg
pa gildir:
+oo
(a) Ef0 < p < 1, pbé er rodin Z ay, alsamleitin.
k=1

—+o00
(b) Ef 1 < p < +00, bé er r6din » _ aj, 6samleitin,

k=1
(c) Ef p =1, pa getur gefur préfio enga nidurstoou.

Sonnun. Vid synum petta 1id fyrir 1i0.
(a) Gerum r4d fyrir ad 0 < p < 1. Vid setjum r := 2. Pder p < r < 1. Afbvi ad
lim Ak+1
k—+oco  aj

ogp<r,paertil M € N p.a. fyrir 61l k > M er a; > 0 og

Q41
ag

<r.

En bé er ayy1 < ran, amte < raygr < r2an, apes < rayyo < rlaygr < rlay
og almennt, fyrir 6ll n € N,

ayin < 1ap.

Fra pvi fest
“+oo “+oo . +0o0 . 1
ap < ray = a r=apy—— < 400
k:ZM k_nzzo M Mngo M, +
“+oo

SVO ro0in Z aj er alsamleitin skv. Reglu 7.3.3.
k=1
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(b) Gerum rad fyrir ad 1 < p < 4oo. Vid setjum r := min{(p + 1)/2,2}. P4 er til
M € N b.a. fyriroll k > M er a; > 0 og

Ok+1 >

a

En pa er, svipad og i (a)-1i0, a,, . ps > r™ays, 0og par med er

lim af = 400
k—-+oco

+oo
SVO0 r60in Z aj er 6samleitin (muna, ef r6din er samleitin, pa gildir naudsynlega
k=1

lim ap = 0).
k——+o0

(c) Ef p = 1, pa gefur préfio enga nidurstoou. T.d. gildir fyrir alsamleitnu r6dina
JFZO:O 1 ad
k=1 k2
gyl _ (k+1)? . k*+2k+1
p:= lim = lim ——~%*= lim — =

1
k—+oco Qg k——+o0 k2 k——+o0 k2

+o0
og fyrir 6samleitnu rodina Z — ad
k=1
kE+1
lim 2FH1 lim 1

— =1
k—4o00 G k—4oo k

pi=

+oo
Pegar 1idir radarinnar Z ay eru k 1 einhverju veldi er yfirleitt best ad nota

k=1
Reglu 7.3.3, p.e. Markgildispro6fio, en ef lidirnir eru steerdir i veldi sem er hao k,
t.d. ar, = =" fyrir einhverja tolu x, b4 er yfirleitt best ad nota Kvétaprofid i Reglu
7.3.4.

m Dcemi 7.21 Er rodin
+oo k

2o

samleitin?
Lausn: Nu er

k E+1 2k E+1
G= 2 og p= lim M _ py 1 ~ m

1
= C— 1 -
2k k—+oo ag k—too k 2k+1 kﬁlrfoo k 2 2

svo samkveemt Kvétapréfinu i Reglu 7.3.4 er r60in pvi alsamleitin. "

Vid setjum fram eitt prof i viobot, Rétarprofio, sem heegt er ad sanna mjog svipad og
Reglu 7.3.4. Pao er sjaldnar gagnlegt en Markgildispréfio eda Kvotaprofio, en agaett
a0 vita af pvi pegar hin préfin gefa enga nidurstéou.
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Regla 7.3.5 — Rétarpréf. Latum (ay)rey vera runu. Ef til er N € N p.a. a; > 0 fyrir
oll £ > N og markgildio

= i 9
p= i o
er til eda
khrf ¥ar = +oo (1 pessu tilfelli setjum vid p := +00),
_>
pa gildir:
+oo
(a) Ef0 < p <1, baerrsdin ) a; alsamleitin.
k=1

+o0
(b) Ef1 < p < 400, ba er rodin Z ay, 6samleitin.

k=1
(c) Ef p =1, pa getur gefur préfio enga nidurstoou.

s Deemi 7.22 Er rodin
+00 9k+1

ok g
alsamleitin?
Lausn: Hér er bzdi haegt ad nota Kvétaproéfid og Rétarprofid. Vid hofum aj, = 2++1 /kF
og Kvétaprofio gefur meod

2h+2 i E\F 1
p= 1 Utl _ . =2 lim ( ) . =0<1
k—too ap  kotoo 2kFL (k4 1)kH] k—too | \k+1 k+1
a0 rodin er alsamleitin. Fyrir Rétarprofid reiknum vid
9k+1 2
— 5 Vo — i ATy Ko 2\ _ 1
P k—gfoo W% k—yfoo k‘k k—l>I—OI—1<>o (f k) 0<
a0 rodin er alsamleitin skv. Reglu 7.3.5. "

I neesta kafla um veldaradir munum vid sja fjolmorg deemi um Kvétapréfid og latum
pvi pessi deemi naegja hér.

Afingar 7.3

Afing 7.3.1 Akvardid hvort eftirfarandi radir eru samleitnar eda 6samleitnar. Rok-
sty0jio og visio i videigandi reglur.

=
a)Zm

A,
b) Z (n+1)!

) Z174+\f
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/fing 7.3.2 Akvardid hvort eftirfarandi radir eru samleitnar eda é6samleitnar. Rok-
sty0jid0 me0 videigandi profi.

+o00 2
a) nz::l ﬁ
+oo 1
b) nzz:lcos (n)
“+o0o
c) Z vn
n=1

1+n

oy 2
2 k1)1

Afing 7.3.3 Notio videigandi prof til ad kanna samleitni radarinnar

+Z°°3k2+k:+1
= kRVE+1

Afing 7.3.4 Akvardid hvort eftirfarandi radir eru samleitnar eda 6samleitnar. Rok-
sty0jio med videigandi profi.

—+o00
a) Z n"
n=1
+oo 2
2n —3n+1
p Yy 2 —dntl
= —3nt+2

7.4 Veldaradir
Skilgreining 7.4.1 — Veldar6d. R0 af gerdinni

+0o0

Zak(:v—c)k =ap+ai(z—c) +ay(z—c)?+az(z—c)P+...

k=0
er kollud veldaréd um c (e. power series about c). Ath. ad hér er (v — ¢)° := 1,
jafnvel pegar x — ¢ = 0. Fastarnir ag, a1, ao, . .. eru kalladir studlar (e. coefficients)
veldaradarinnar.

Fyrir veldaradir hefur maodur helst ahuga a pvi fyrir hvada = r66in er samleitin og
fyrir hvada x hun er ésamleitin.

Regla 7.4.1 Fyrir veldaroo
+o0
Z ar(r — C)k
k=0

gildir nakveemlega eitt af prennu:
(i) R60in er alsamleitin pegar x = ¢ og 6samleitin fyrir 61l 6nnur = € R.
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(i1) Ro0in er alsamleitin fyrir hvada z € R sem er.

(iii) Paod er til R > 0 b.a. veldarodin er alsamleitin fyrir 61l z € R sem uppfylla
|z — ¢| < R og er 6samleitin fyrir 6ll € R sem uppfylla |z — ¢|] > R. Ef
|z —c| = R, b.e. z = c+ R eda x = ¢ — R, ba getur veldarodin verid alsamleitin,
skilyrt samleitin eda 6samleitin.

+oo

Fyrir tvinntalnaveldaradir Z ar(z — ¢)* par sem ay, z, ¢ € C gildir samsvarandi.

k=0
Eini munurinn er ad fyrir 6ll z € C b.a. |z — ¢| = R getur ro0in verid alsamleitin,
skilyrt samleitin eda 6samleitin.

Sonnun. Ef x = c er augljoslega
+o0
> lar(@ =)t = laol(c = 0)° = lao| < +o
kJ—O r=cC

svo veldarodin er alsamleitin fyrir z = c.

Til pess ad sanna restina synum vio: Ef veldarodin er samleitin fyrir einhverja raun-
tolu z = r, pa er hun alsamleitin fyrir 61l = y sem uppfylla |y — ¢| < |r — ¢| (p.e. 6ll =
sem eru neer c en r).

Latum nad r # ¢ vera einhverja rauntolu og gerum rad fyrir ad veldarédin sé samleitin
fyrir z = r, p.e. ad r6din

“+o00
Z ak(r — c)k
k=0

sé samleitin. P4 er
lim ag(r—-c k=0
k——+o0 ( )

og par med er runan (ak(r - C>k>keN takmorkud, p.e. til er K € R p.a.

jar(r = o) < K

fyrir 6ll £ € N. Latum nina y vera rauntélu p.a. [y — ¢| < |r — ¢| og setjum s :=
ly —¢|/|r — ¢|. Pagildir 0 < s < 1ogba

+o00 N +o00 i y—Ck +ook 1
Y lar(y — o) = lar(r — )] <K-Y sf=K - —— < +oc.
k=0 k=0 r—c =0 1-s

Skv. Reglu 7.3.2 er ba veldarsdin er alsamleitin fyrir = y. Nu skilgreinir madur
+o00
R :=sup{r : Z ar(r —c¢)F er alsamleitin}.
k=0

Ef R = 0 hofum vid tilfelli (i), ef R = +oo tilfelli (ii) og ef 0 < R < 400 tilfelli (iii). W
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Ef veldarodin N
Z ay(x — c)F
k=0

er alsamleitin fyrir 61l z €]c — R,c + R]|, pbar sem R > 0, og 6samleitin fyrir 61l =
b.a. |z — ¢| > R, ba segjum vid ad R sé samleitnigeisli (e. radius of convergence)
veldaraodarinnar. Ef veldar6din er einungis samleitin fyrir x = ¢, pa segjum vid ad hin
hafi samleitnigeislann R = 0, og ef hiin er samleitin, og par med alsamleitin, fyrir 611
x € R, pa segjum vid ad hun hafi samleitnigeislann R = +oco. Rauntalan c er s6g0 vera
samleitnimidja veldaradarinnar.

Oft er haegt a0 reikna samleitnigeisla veldaradar med pvi ad nota Kvéotaprofio i Reglu

7.3.4. Latum
—+oco

Z ap(z — ¢)F

k=0
vera veldarsd. Vio reiknum, ef haegt er,

lim |2 — [ (vid leyfum lika ad L = +00).
k—+oco | ag
Paer -
— o)kt
p= lim M = lim |2k |z —cf =z —¢|- L,
k—+o00 ak(x — C) k—+oo | ag
og vio vitum ad ef 0 < p < 1, pa er rodin
“+o0o
> ag(z— o)
k=0

alsamleitin. Med 60rum ordum, veldarodin er alsamleitin fyrir 611 x sem uppfylla

1>p=lz—¢| L,

b.e.
|z —c| < 1
I
Af pvi ad vid vitum lika ad ef p > 1, p.e.
|z —c| > T

ad pa er veldarodin 6samleitin, hofum vid fundid einfalda adferd til pess ad reikna
samleitnigeislann R:

Fyrir veldarédina
“+o0o

Z ap(z — ¢)F
k=0
gildir, ef markgildid
lim |24 —
k—+oco | ag
er til eda
lim |2 — {50 (i pessu tilfelli setjum vid L = +o0),
k—+oo | ag
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pa er samleitnigeisli veldaradarinnar

1

Z, ef0<L<+OO,
R:= 0, ef L = 400,

+o0o, ef L =0.

m Dcemi 7.23 Skodum rodina
i‘” (2x + 5)*
= (k2 + 1)38
Vid getum umritad hana sem veldarod
SRR o) 3 RN
= (k13 =3/ k2l 2)

p.e. sem veldar6dina

—+00
Z ag(x — c)k
k=0

_<2)k1
“=\3) i1

med ¢ = —5/2 og

fyrir 61l £ € N. Vio reiknum nina

N
Aft1 . (3) (E+1)2+1 .2 k2 +1 2
L= = lim - = lim - 5——7——-=-.
k—+oo | ay k—+o0 2 1 k—+oo3 kZ2+2k+2 3
(3) k241
N1 vitum vid, R = 1/L = 3/2 er samleitnigeisli veldaradarinnar og ¢ = —5/2 er
samleitnimidjan. Pad pyoir, fyrir 6ll = € |c—R, c+R[ =]—4, —1[ er veldarodin alsamleitin
og fyrir 6ll x €] — 0o, —4[ og 6ll = €] — 1, +o0] er veldarsdin 6samleitin. "

+00 k
. s . . s 2z +5 -
I raun syndum vio i lausn sidasta demis a0 veldarédin E (22 +5) er samleitin

£ (k2 + 1)3F
fyrir allar tvinntélur « p.a. |z + 5/2| < 3/2 og 6samleitin fyrir allar tvinntélur
b.a. |z +5/2| > 3/2. Med x = a + ib hofum vid sem sagt skilyrdin

5\ 2 3 5\ 2 3
_ 2 _ _ 2 _
<a,—|-2> +0b <2 og <a+2) +0b >2

fyrir samleitni og 6samleitni. Med b = 0 gefur petta svo ndkveemlega nidurstoo-
una sem vio fengum fyrir rauntélur x = a + i0. Samkonar gildir 1 6llum 66rum
deemum.

s Daemi 7.24 Skodum veldarodina
+oo k

T
>

k=0

Petta er veldarodin
+oo

> ap(z — o),

k=0
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med ¢ = 0 og

1
ajp = E
fyrir 6ll £ € N. Vid reiknum nina
a T k! 1
L= lim [ = lim (ktl)' = — = lim — =
k—+oo | ag k—+o00 7 k—-+o00 (k‘ —+ 1)' k—+oo k + 1

Nt vitum vio ad R = +oo er samleitnigeisli veldaradarinnar og ¢ = 0 er samleitnimidj-
an. Pad pyoir ao fyrir 6ll x € R er veldarodin alsamleitin. n

m Daemi 7.25 Skodum veldarodina N
Z klxk.
k=0

Petta er veldarodin

+oo

Z ap(x — ¢)F,

k=0
med ¢ = 0 og

ap = k!
fyrir 6ll £ € N. Vid reiknum nina
1!
k—+oo | Qg k——+o00 k! k——+o0

N1 vitum vid a0 R = 0 er samleitnigeisli veldaradarinnar og ¢ = 0 er samleitnimigjan.
Pad pyoir ad fyrir x = 0 er veldarodin alsamleitin og fyrir 61l 6nnur z er veldarsdin
6samleitin.

| |

Til loka pessa hluta einbeitum vid okkur ad veldar6dum med samleitnimidju 1 0.

Regla 7.4.2 Latum
+oo
Z akxk
k=0
vera veldar60 med samleitnigeislann R,,
—+o00
Z bkxk
k=0

vera veldar6d med samleitnigeislann R, og C' € R, C # 0. Pa gildir:

(1) Veldarodin
—+o00

Z(Cak)xk

k=0
hefur samleitnigeislann R, og fyrir 6ll x €] — R,, R, gildir

—+00 —+00

Z(Cak)a:k =C Z apz®.

k=0 k=0
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(ii) Fyrir oll |z| < min{R,, Ry} gildir

+00 +00 +o0
Z(ak + bk)xk = Z apx® + Z bpz”.
k=0 k=0 k=0

Fyrir samleitnigeisla R veldaradarinnar

—+00

Z (ak -+ bk)xk

k=0

gildir R > min{R,, Rp}. (Af hverju getur hann verio staerri?).
(iii)) Efvio margfoldum saman veldaradirnar

+00 +o00
Z ak:ck og Z bkxk
k=0 k=0
pa faum vio at veldarédina
+oo
Z Ck.%'k,
k=0

par sem
k
L = Z anbg_, fyrir 611 £ € N.

n=0

Pessi veldarod er kolluo Cauchy-margfeldi veldaradanna
+oo +oo
Z apz® og Z brpx”.
k=0 k=0
Fyrir samleitnigeisla R bessarar veldisradar gildir R > min{R,, R}.

Fyrir 6ll x| < min{R,, Ry} gildir

+00 +o00 k +00 400
Z Ckl‘k = Z (Z anbk_n> zF = (Z akxk> . (Z bkmk> .
k=0 k=0 k=0

k=0 \n=0

Til ad atta sig 4 formulinni
k
k=Y anbp_p
n=0

fyrir studlum veldaradarinnar, sem fest pegar veldaradirnar

—+00 +oo

Z apx” og Z bz”

k=0 k=0

eru margfaldadar saman, er gagnlegt ad skooa eftirfarandi toflu.
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’ H ago ay T CLQ.%‘Q CL3.T3 a4x4 ‘ CL5$5 ‘ ‘
bo aobo aq b() X a2b0 IE2 a3b0 $3 a4b0 CL’4 a5b0 35‘5
b1z aoboz | a1by 2? | agby 23 | asby x| asby 2°
b2 ac2 aon .1‘2 al b2 1'3 a2b2 $4 a3b2 x5
b3 .%'3 aobg 1‘3 aj bg .7}4 a2b3 $5
b4 x4 a()b4 1‘4 al b4 1'5
b5 .CC5 aob5 a;5

I henni hofum vid skrifad 1idi veldaradarinnar ag + a1z + asx® + ... 1 fyrstu linu og 1idi

veldaradarinnar by + bz + bex® + ... 1 fyrsta dalk. Inni 1 t6flunni eru svo margfeldi

fyrstu linu og fyrsta dalks og madur sér ad studlana vido mimunandi veldi af = feer

madur med pvi ad leggja saman yfir hornalinu. T.d. er studullinn vid 2> gefinn med
apbs + a1bs + asby + asby.

Formaulan fyrir ¢, tekur pessa adferd saman i formulu.

m Daemi 7.26 Reiknid Cauchy-margfeldi veldaradarinnar
“+o0o
>
k=0

vio sjalfa sig.
Lausn: Athugum fyrst ad

+o0o +oo +o0
Z:L'k = Zakxk = Z bkxk
k=0 k=0 k=0

med ay = by, = 1 fyrir6ll k£ = 0,1, 2,. ... Pvi eru studlar Cauchy-margfeldisins audreikn-
aoir:

k k
k= nbpp= 1-1=k+1
n=0 n=0

fyriroll k =0,1,.... Pvier
—+00 “+00 “+o0 +oo
(E) (E+) = St = et
k=0 k=0 k=0 k=0

Pessi veldisrod hefur samleitnigeisla R sem er ekki minni en samleitnigeisli upp-
haflegu veldaradarinnar, sem er 1. Med Kvétaprofi er svo audvelt ad sja ad hann er
nakvaemlega 1. ]

m Daemi 7.27 Latum y vera rauntolu, |y| < 1. Finnio einfalda formdlu fyrir

+o0

Z(k + 1)yk.

k=0

Lausn: Skv. sidasta deemi er
Swens = (20 () = (1) (2 !
o= (E0) (£)- () () e
k=0 k=0 k=0 -y -y (1—-y)?

Einstaklega auovelt er ao diffra og heilda veldaradir, pvi pad ma gera lio fyrir 1i0.
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Regla 7.4.3 — Diffrun og heildun veldarada. Latum
+00
Z akxk
k=0
vera veldar6d meod samleitnigeislann R > 0. P4 getum vio skilgreint fall
f:]-R,R[— R, f(x Z apx®.
Fallid f er diffranlegt a 6llu skilgreiningarmengi sinu | — R, R| og
+00
'(z) = Z kapx*t,
k=1

p.e. vid getum diffrad fallid med pvi ad diffra veldarsdina 1id fyrir 1id.
Fyrir sérhvert = € | — R, R[ gildir lika

LRl
fy fo@=3 57

p.e. vid getum heildad fallid f med pvi ad heilda veldarcdina 1id fyrir 1io.

Sonnunin a Reglu 7.4.3 er svolitid sninari en a peim reglum sem vio hofum
sannad hingad til 1 kaﬂanum Nokkud ljost virdist vera ad ef f(x) er diffranlegt,

ad pa hljéti f/'(z Z kapz"~1. Aftur 4 méti er langt bvi fra augljost ad f(z) sé
k=1
+oo
diffranlegt og ad rodin Z kapz* ! sé samleitin.
k=1

Frekar stutt og paegileg sonnun notar tvilidunarregluna
Ny AN
(x+y) —;) 0 )T Y par sem () = Goom

Vid purfum ad syna a0

h-_mf(x—i-hf)b f()—}lLli%—<Zakx+h Zakx>:kz::lk‘akxk—1

lim

fyrir sérhvert « €| — R, R[. Festum eitt slikt x og veljum H > 0 b.a. || + H < R.
Par sem |z| + H er innan samleitnigeislans er r6din

+o0
> ar(|z| + H)*
k=0
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Vid getum pvi reiknad og metid upp a vid med pvi sem vio hofum adur synt:

+oo +oo
|1 (Zak :U+h Zakx ) ka:aka:k_l
h k=0 k=1

_ io ag(z + h)* — arz® — kagz®'h
k=1 h

|h| Z lax| - |(z + h)F — apa® — kapzt L
1 +00 | |2

h

Syl 3 Z|ak| (j2| + H)*

\h\

= ok

Nu er auovelt ad taka markgildio pegar h — 0 og vid sjaum

“+o0o
(Z ag(x + h Z aRT ) — Z kapz®!
k=1

sem er nakveemlega pad sem vid etludoum ad syna. Par sem z var bara einhver
tala 4 bilinu | — R, R] gildir bessi nidurstada fyrir 6ll z €| — R, R|.

N, pegar ad vio vitum ad pad megi diffra veldarso 1io fyrir 1id er mjog audvelt
a0 syna a0

lim |—
h—0

R S|
§ thdt = +1,
/0 h k:+1

k=0 k=0

R60in heegra megin er klarlega alsamleitin 4 bilinu | — R, R[ bvi

]{;L_flxk+1 < |z| - |apz®| fyriroll k=0,1,...
og pvi n +
0 o0
Ik gkt < g > laga®| < +eo.
— 1k +1 k=0

Par sem vio megum diffra veldaroo 1io fyrir lid innan samleitnigeislans er

d I
dac k—i—l Zakx

Af bessu leidir ad

x £
/Zaktkdt Zke_‘flx’““JrC

k=0

og bar sem vinstri hlidin er nill pegar t =0 er C = 0.

I neestu tveimur deemum leidum vid ut veldisradarframsetningar 4 follum sem vid
pekkjum med hjalp Reglu 7.4.3.
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m Deemi 7.28 Vid vitum ad fyrir |z| < 1 gildir

1 i":" X
= T .
T o

Medt = —x er pa

1 =
T — Z(_
k=0

En paer
Tt z +0 +o00 (_1)k 1,2 1'3 x4 .’E5
1 = [ —— Vetkdt = i Ry R Npatp S
n@+1) /ol—I—t 0];) ,;)kﬂx S T E
og bessi formula gildir fyrir 611 z med |z| < 1. "
m Daemi 7.29 Viod vitum ad fyrir |z| < 1 gildir
1 =
o
R
Med t> = —x er pa
5 :
1+1¢ P
En pa er
T +00 +oo (_1)k s S Y G
t = t%dt %41 _ Y U L T
arctan(z) /0 1+t2 / ]§2k+1x 375 T 97
og bessi formula gildir fyrir oll x med |z| < 1. "

Stundum er haegt ad reikna summu radar meo pvi ad nota Reglu 7.4.3.

s Daemi 7.30 Reiknum

D o

k=1

Lausn: Vid vitum ad fyrir |z| < 1 gildir
+oo
LSt
R )
Vid hofum adur reiknad, med pvi ad nota Cauchy-margfeldi rada, ad

() () (E4) () Ewone

Onnur adferd til ad reikna pad sama er

1 d 1 d (X, ol X "
T @iz~ \ " Zk‘” ];)k“)m
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Fyrir z p.a. |z| < 1 er ba
X 9 k
— = kx®.
I
Pessi veldarod hefur lika samleitnigeislann 1 og med diffrun faum vio

d =z (1-2)2-2(1 —2z)(—2) 1L =k a5

de (1—xz)2 (1—x)* (1—x)3

og med diffrun veldaradinnar 1io fyrir 1id faum vio

d = d [ =
— = = = k k| _ k2 k—1
der (1—1x)2 dzx <k§1 * ) kgl o

b.e.
L+ &2 ket
= kex® .
RS
En ba er fyrir 6ll = p.a. |z| < 1,
(l+z) X ,ok
= kx
(1—x) ,;
SVO
+Z°:°k_2_x(1+x) la+1 3/4 _
e (S ) NS R TR SR VR

Afingar 7.4

Afing 7.4.1 Gefin er veldarsoin

Jr

ZOO <1>” L2n

e 47

1. Finnid samleitnimidju (e. centre of convergence) og samleitnigeisla (e. radius
of convergence) veldaradarinnar

2. Reiknid summuna fyrir z = 7.
3. Reiknid summuna fyrir z = 27.

Afing 7.4.2 Finnid samleitnimidju (e. centre of convergence) og samleitnigeisla
(e. radius of convergence) veldaradarinnar

%)
Z 32n+1(71'.’15' + 4)71

n=0
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Afing 7.4.3 Veldarsoin
400
Z n3(3z — 2)"
n=0

er alsamleitin fyrir x € |a, b[ og 6samleitin fyrir 6ll 6nnur z. Finnid fastana a,b € R.
Notid kvétaprofio.

/fing 7.4.4 Akvardid staersta bilid fyrir = pannig ad veldarsdin

400

1
n=1
er alsamleitin (e. absolutely convergent). Athugio a6 bilid geeti verio lokad eda half
lokad (s.s. skodio lika endapunkta bilsins).

leitin (e. diverges) fyrir 6ll moguleg » € R. Synio alla utreikninga og tilgreinid
hvada prof eru notud.
X (-9

2 (i 5 )

n=0

Afing 7.4.6 Skodum veldarodina

2TL

+o0 3n+1 T n
> (2 - 7) :

n=0
a) Finnid samleitnigeisla (e. radius of convergence) og samleitnimidju (e. center
of convergence) veldaradarinnar.
b) Finnidé summuna fyrir z = 15.
¢) Finnid summuna fyrir z = 5.

Afing 7.4.7 Skodum veldarodina

()

n=0

a) Finnid samleitnimidju (e. center of convergence) og samleitnigeisla (e. radius
of convergence) veldaradarinnar.

b) Finni6é summuna ef z = 6.

¢) Finnid summuna ef z = 17.4.

2
‘ Afing 7.4.5 Akvardid hvort rodin er alsamleitin (e. absolutely convergent) eda 6sam-
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Afing 7.4.8 Notio veldarsdina

1
l1—=zx

“+oo
:Zac", —l<x<l,
n=0

til a0 finna veldaradaframsetningu fyrir fallid
1

og gefid samleitnibil (e. interval of convergence) veldaradarinnar.
|

Afing 7.4.9 Vitad er ad

1 =
fle)=1—= kgzg]xk fyrir 6ll z €] — 1,1].

Reiknid summu radarinnar

iok(l)“—uz Tigligly
= \2 B 2 4 8

Abending: Notid f'(z).

7.5 Taylorradir

Rita ma mjog morg nytsom foll sem veldaradir. Slik veldarod kallast almennt Taylorréo
fallsins og stundum Maclaurenrsd ef samleitnimidjan er i ndlli. Fyrst ein gagnleg
setning:

Regla 7.5.1 Latum
+o0o

(@)=Y ax(@ — o)

k=0

vera fall sem er skilgreint a bilinu |¢ — R, ¢ + R] (b4 verdur veldarsdin ad vera
alsamleitin 4 pessu bili). P4 er

iele

n!

ap = , fyriroll n=0,1,2,...

Sonnun. Vid synum fyrst med prepun ad

+o00 |
() fM(z) = Z (kf.n)'ak(x —o)F " fyrirn=0,1,2,...

k=n

Upprifjun a prepun: )
Prepun virkar 4 eftirfarandi hatt: Onnur leid til pess a0 lysa menginu A := {0,1,2,...}
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er:
(i) 0€e A

(i) Efne A, paern+1¢€ A.
Svo ef vid setlum ad syna ad einhver formula gildi fyrir 61l n € A ={0,1,2,...}, ba er
nog ad synaad 0 € Aogadefnec A paern+1¢c A

(i) Jafnan (x) er rétt fyrir n = 0 bvi

(0) +00 k' ken +00 k' & +00 &
FO) = 7(k_n),ak($_c) =) L@ =) = > ap(z —o)F = f(x).
k=n : neo k=0 k=0

(ii) Gerum rad fyrir a0 jafnan (x) sé rétt fyrir eitthvert n € {0,1,2,...}. Vid synum
a0 pa er jafnan lika rétt fyrir n + 1.

Samkvaemt forsendu er

+o0 k!

f™(z) = 1;1 mak(x —c)f
Pa er skv. Reglu 7.4.3
(0 () — by (RS K  vhen
F ) = L g @»—dx<g%%_nﬂ%m 0
= k! k—n—1
— Z m(k‘ —n)ag(z —¢)
k=n+1 '
= k! k—(n+1)
- kzn;l TSI

svo jafnan (x) er lika rétt fyrir n + 1.
Par meo er synt ad jafnan (x) er rétt fyrirolln =0,1,2,.. ..

Nt er létt ad sanna setninguna med pvi ad nota jofnuna (x):

RO RO

F™ () = ,;L Wak(l’ — )k - = kg% mak(c —o)f " = man = nlay,,
Svo (n)

L)
og betta gildir fyrirolln =0,1,2,... |

Athugasemd: Regla 7.5.1 segir ao ef fallid f hefur veldisradarframsetningu um c a
bilinu Jc — R,c+ R|, b.e.

+oo
fl@) =" ap(z—o)*
k=0
fyrir 6ll = € |c — R, c + R], a0 b4 er naudsynlega

f®(e)
TR

ay, fyriroll £ =0,1,2,...
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sem pydir ekkert annad en ad

fyrir 6ll z € |c — R,c+ R].
Vi6 skilgreinum:

Skilgreining 7.5.1 Ef f er raungilt fall, sem er skilgreint a4 einhverju bili um ¢ € R og
er 6endanlega oft diffranlegt i ¢, pa er veldar6din

= f®(e)
Kl

(2 — o)f
k=0

kollud Taylorroo fallsins f um punktinn c¢. Ef ¢ = 0 er stundum talad um Mac-
laurenrod fallsins i stadinn fyrir Taylorroo.

mDcemi 7.31 Vid héfum adur sagt ad veldisvisisfallio exp hefur veldaradarframsetningu

um null,
400 :Bk

exp(z) = Z I

k=0
Hér atlum vio ad skoda petta betur. Vid vitum ao

d
I exp(x) = exp(z),
og par me0 ad
dn
o exp(z) =exp(x) fyrirolln=0,1,2,...,

og a0 exp(0) = 1. Pvi er Taylorrod exp um null

+o0o
exp(z) = Z apz® med ay = M fyriroll £ =0,1,2,...,
= k!
b.e.
+o0 xk
exp(z) = Y "k
k=0

Samleitnigeisla veldaradarinnar getum vid nu reiknad ut med Kvétapréfinu. Vid
reiknum '
L= fim ML gy Ry, 1
k—+oco ap k—4o00 (/{ =+ 1)‘ k—+oo k + 1

)
svo samleitnigeisli veldaradarinnar er R = +o0.

Nu er freistandi ad draga pa alyktun ad naudsynlega sé

+o0 xk

exp(z) = ];) Tk
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en, eins og vid munum sja sidar 1 60ru deemi, er pessi alyktun 4 pessu stigi méalsins ekki
naudsynlega rétt! Pad sem vid vitum er: Ef fallid exp hefur veldaradarframsetningu,

pa er pessi veldarod
+00 xk

Vandamalio er petta ef! "

Vid synum ad
400 xk
Z — =exp(z) fyrirollz >0,
= k!

sem er jafngilt

+00 xk
In (,;kl> —x=0 fyriroll z > 0.

Ath. a0 pessi formula er lika rétt fyrir z < 0, en til pess ad syna pad pyrftum vio
fyrst ad syna ad

+0oo zk
Z i >0 fyrir6ll z <0,

en pad viljum vio spara okkur.

Oft er natturulegi l6garipminn, b.e. fallid In : |0, +0o] — R, innleitt med skilgrein-

ingunni
In(z) := / @,
1t

og sidan veldisvisisfallio, p.e. fallid exp : R — ]0, +-00|, sem andhverfa fallsins In,
b.e. In(exp(z)) = x fyrir 6ll z € R.

Vi6 diffrum niuna, med hjalp Keojureglunnar,

czlac(lII(kZ_%k!)_x) Z+00z Zﬁ =S 171150

k=0 kI k=1 Ek:O K

betta byodir ad fallid f : [0, +oo[ — R,
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svo f(z) = 0 fyrir 61l z > 0. En ba er

fyrir 61l = > 0.

Vel bekkt stadreynd um Taylor-marglidur er ad ef fall f : R — R er (n + 1)-sinni
diffranlegt 4 opnu bili Z og ¢ € Z, béa er fyrir sérhvert = € 7 til s 4 milli c og = b.a.

n ) (n+1)
CEDIE k:!( So ot + Jzn+1()!)

k=0

(z — )"

Lidurinn

(n+1)
Bua) =2 Lo

er kalladur villulidurinn. Til pess a0 syna a0 fall hafi veldaradarframsetningu, pa er
stundum haegt a0 syna ad villulidurinn F,,(z) stefni 4 0 pegar n stefnir a4 +o0o 6had «.

» Daemi 7.32 Onnur adferd til pess ad syna ad

er a0 notfaera sér petta. Su roksemdafaersla gildir lika strax fyrir 61l « € R.

Vid vitum ad -

- x
€ :igg%‘%T'+AE%(x)

par sem
S

_ € n+1

fyrir eitthvert s & milli 0 og x. Pa er fyrir sérhvert n € N til eitthvert s,, & milli 0 og «

p.a.

S n+1
6TL
xn+1

(n+ 1)

(n+ 1)

||

ex
| Ep(z)] = < ‘Mxnﬂ — e

P4 gildir

nl’
| T

og vid sjaum auoveldlega ad fyrir fast z € R gildir

n+1

ol
S [Fy]

n+1

ngr—&r-loo (n+1)! =0

+00k;

:nEIJIrlooZ ! Z K
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Diffurjafnan
y'(t) +y(t) =0
hefur almennu lausnina
y(t) = Asin(t) + B cos(t).
Sér 1 lagi gildir ad lausn upphafsgildisverkefnissins
y'(t)+yt) =0,  y(0)=0 og y'(0) =1,

er y(t) = sin(t). Vid eetlum ad nota petta til pess ad syna ad follin sin og cos hafa
baedi veldisradarframsetningu.

Vio vitum fra Reglu 7.5.1 a0 ef sin hefur veldisradarframsetningu, ad pa er
hin naudsynlega Taylorrod sin,
+00 (_1)’4) t3 t5 t7
Tem(#) = I
®) l;)(%—kl)! TR

Pessa formulu fyrir Taylorr6dinni getur maour séd a eftirfarandi hatt. Med

f(z) = sin(z) er
fl(z) = cos(x), ["(z) =—sin(z), f"(x)=—cos(z), fW(z)=sin(z).
Sem sagt er
f¥(z) =sin(z), fE(2) = cos(x), f*?(z) = —sin(z) og f**¥)(z) = - cos(x)
fyrir k = 0,4,8, ... Par sem sin(0) = 0 og cos(0) = 1 faest formilan
FP0)=0 og fEHMDO)=(-=1)* fyrirk=0,1,....

Pvi hefur f(z) = sin(z) Taylorrédina

00, X D s
= = (2k+ 1)

um nullpunkt. Pessi veldaréo er alsamleitin fyrir 6ll ¢ € R, pvi samkvaemt
kvétaprofinu er

(DM o (k1)41
. CE+D+1)!
p:= lim 7
k—-+oo (=1)* 42k+1
(2k+1)!
_ (2k + 1)1¢2k+3
koo | (2k + 3)lt2k+1

t2
— i
koo (2K + 3)(2k + 2)
= O’
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sama hvada rauntala ¢ er. Vid getum pvi diffrad fallio 7y, med pvi ao diffra
veldarod pess 110 fyrir 110,

400 ( )k +00 k

—1 %
Ts’m()—zi(zkﬂ) (2k + 1)t Z
k=0

Pessi veldaroo er pa lika alsamleitin fyrir 61l ¢ € og vid getum diffrad aftur meo
pvi ao diffra 1id fyrir 1id

k=1

R G DAY, FE
- ,;<2<k T - 1)’f

_l’_

_ f (=¥ {2+
(2k + 1)!

SVO
Tin(t) + Ten(t) = 0, Ten(0) =0 og T, (0) = 1.

S S

En ba uppfyllir fallio 73;, upphafsgildisverkefnio
y'(t) +y(t) =0,  y(0)=0 og y'(0)=1,
svo Tyin (t) = sin(t) fyrir 611 ¢t € R. Af pvi ad sin’(t) = cos(¢) er pa lika
(=R

cos(t) = Z )

k=0

(Af hverju er petta Taylorréd cos ?)

Vid gefum hér deemi um fall f : R — R sem hefur Taylorrédina

+00 (k)
T(x) _ Z f k'(()) xk

k=0

um nullpunkt. Taylorr6din hefur samleitnigeislann R = +o0, en f(z) # T'(x) fyrir
oll = # 0.
Vio skilgreinum

~ Jexp (;—21) ) efz #0,
fe) = {0, ef 2 = 0.
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Vid hofum séd ad fyrir hvada n € N sem er gildir (med breytuskiptunum ¢ = 1/22)

-1
eXp | 22 —t tm
lim@:limﬁz lim &(): lim — =0.
z—0 4M z—0 r2n t—+oo t—n t—+o0 exp(t)

Ut fra pessu m4 syna ad fallid f er 6endanlega oft diffranlegt 1 nilli og ad f*)(0) =
0 fyriroll k =0,1,2,.... T.d. er

| L0 D10 g O 70 _
h—0 h h—0 h—0 h
svo f/(0) = 0 og fyrir z # 0 er
/() = exp(~z~)2x~ = 21
En pa er
ny — e 4 O+R)—f10) o f(h) . 2f(h) _
PO=m =~~~

og med hlidstaedri roksemdarfzerslu getur madur synt ad f¥)(0) = 0 fyrir 611
k=0,12,....

Pvier

k! £ K]

fyrir 61l =z € R og af bvi ad f(x) # 0 fyrir 6ll  # 0 er ljést ad f(x) # T'(x) fyrir 611
x # 0.

+00 p(k) +o0
k=0

mDeemi 7.33 Mjog miklvaegt fall, medal annars i t6lfraedi, er heildi Gauss-dreifingarinnar

Taylorroo pessa falls er

+00 ky2k +00 k2k+1707%  +oo k
T (=1)%t (—=1)% (=" k1
Tr(x) :/ E —dt = E — = E —— .
0o = K = (2k+1)k! o oo (2k + 1)E!
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Veldisradarframsetningar nokkurra miklvaegra falla asamt samleitnibili eru

+oo Kk .’IJ2 x3

x
exp(x)zzg:1+x+?+€+... x €] — 00,00
k=0 """
400 (_1)k $3 x5
. N\ ek X T _
sm(w)—kz:%@k_i_l)!x x 6+120 x €] — 00, 00[
+OO(_1)]<: .’,172 x4
cos(z) = e =1 - x €] — 00, 00[
27 (2k)! 2 24
1 X
1_$:]§)xk:1+x+m2+x3+... xe]—1,1]
+o0 k—1 2 3
-1
In(l+z) = (ngk:za;qtg re]—1,1]
k=1
+OO(_1)k 1,3 ZL'S
arctan(x) = Z el = 4 x € [—-1,1].
2ok 1 1 35

Skodum sambandid 4 milli veldisvisisfallsins og hornafallanna:

Vid vitum ad
+o0 k

exp(z Z ol

fyrir 6ll z € R og ad veldarodin er alsamleitin fyrir 61l z € R. Athugum fyrst ad

+o0o k +oo +o0 2k+1

Zk' Z 20! +Z 2k + 1)1

Pad er haegt ad syna fram &, pé ad vid gerum paod ekki hér, ad veldaradir

+oo
> arst,
k=0

skilgreint fyrir tvinntolur.

par sem z og az, k = 0,1,2, ..., eru tvinntolur, eru nanast alveg eins og veldaradir
par sem bara rauntolur koma fyrir. Utleidslan er i raun alveg eins, nema hvad
ba er |z| = va? + b? lengd tvinntélunnar z = a + ib en ekki tolugildid, sem ekki er

Préfum nu ad setja x = iy, par sem y € R og i er tvinntslu i-id med ;2 = —1. Pa
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faum vid
+00 /. Nk
. i
o) = 33

k=0 .
i" (iy)*F X (i)

= L /) S—
o (2k)! =) (2k + 1)!

_ +Z°° ,L'Zkka N +00 ,L~2k+1y2k+1
— (2k)! — (2k + 1)!
400 (_1)ky2k -‘tio i(_l)ky%—i-l

— - + - <
= (2k)! — (2k + 1)!

CARED e SR CDE
- (2k)! o (2k + 1)!

= cos(y) + usin(y),

b.e. raunhluti exp(iy) er cos(y) og bverhluti exp(iy) er sin(y).

Latum c € R vera fasta og

“+o00

fla) =) ap(z )

k=0

vera fall skilgreint & |c— R, c+ R], bar sem R > 0 er samleitnigeisli veldaradarinnar. Vid
vitum fra Reglu 7.4.3 a0 vi0 megum diffra veldarsdina 1id fyrir 1i0 4 bilinu |c — R, ¢+ R|,
svo fallid f er diffranlegt 4 |c — R, c + R[. Af bvi a0 diffranleg 61l eru samfelld, er fallid
f samfellt a |c — R, ¢ + R[. Pad pydir ad fyrir sérhvert y €]c — R, c + R| gildir

—+00

. _ Nk
lim f(2) = Y anly — o)
k=0
Petta er oft haegt ad nota til pess ad reikna markgildi, sem annars veeri erfitt ad reikna.

m Dcemi 7.34 Reiknid

i £ sm(a:).
z—0 x3

Lausn: Vid vitum ad

Svo
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En paer

JFZO:O (—1)% L2413
22k 1)!

+o00o _1\k
-y =D ke

= (2k + 1)!
_ 1 x2
_g_ﬁ—i_-..

og pad er audvelt ad ganga ur skugga um a0 pessi sidasta veldarod er alsamleitin fyrir
0ll z € R. Par me0 er

hmx—sin(x) WX~k 20 _ L 02 1

m Daemi 7.35 Reiknid
2x 3
lim (e 1)In(1 + %)
a—0 (1 —cos(3x))?

Laun: Med pvi a0 nota nokkra fyrstu 1idi Taylorrada, par sem heerri lidir detta hvort
hio er ut pegar vio latum x stefna a 0, sjaum vio ad

2 4
1
1—COS<3$):1—1+(3?—@ﬁ+...=3x2—;x4+
og pa
2 1 g 1 9-81
(1—cos(3x))2:(g> x4—2~g-§—4m6+...:x4 %—%a@—i—... :

Pessi ro0 hefur samleitnigeislann R = +o0.
Vio sjaum lika ad

2x)2  (22)3 4
eQm—1:—1+62I:—1+1+2x+(§>+(?+...:2$+2x2+3$3+...
og ad
1‘6
ln(1+$3):$3—?+
SVO
(e —DIn(1+2%) =22 + 225+ ... =22+ 20+ ].

Pessi ro0 hefur a.m.k. samleitnigeislann R = 1.
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Pvi gildir
(€ —-1Dn(1+23%) st2+ 27 +..
:lg% (1 — cos(3z))? = a5 2
- 9 9-81
1'4 |:(2> —WZLQ—{—

_ 242x+ ...
_x%%—%xz—l—
2
- 81/4
_8
-8l

m Daemi 7.36 Vid setlum ad syna ad fyrirn = 1,2, 3, ... gildi

(a+z)"=> (Z) a™ Pk,

par sem a og x eru einhverjar rauntélur og

n n!

Vio skilgreinum fallio f: R — R,
f(a) = (a+ o).
Ljost er ao fallid f er n-ta stigs marglioa i x. P.e.

f@)=>" apa®,
k=0

par sem ag, aq, ..., a, eru einhverjir fastar (sem eru haoir tolunni a).
Vid notum nd Taylorr6d f um null til pess ad reikna it hér ad nedan ad

(k)
o= 0) _ <n> a"* fyrirk =0,1,2,...,n.

k! k

Athugio ad fyrir 61l £ > n hljéta studlar Taylorradarinnar a; ad vera 0, pvi f(x) er n-ta
stigs marglida i x.

Nt er
@) = (a+o)" = gl + )",
FO@) = nla+a) = " il
£ ) = = e+ )™ = (),
O = 7_“2)! (n=2)a+a) = " gilat o),
FO@) = gy (= (1= D))" = s ot a)
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SVO |
F®0) = C f’k)'a"—k fyrir k = 0,1,2, ..., n.
En paer
®)(0 n! .
ap = / k'( ) = k;'(n—k)'an_k = (Z) o F fyrirk=0,1,2,...,n

og vio hofum synt ad
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I prihyrninginum les madur k fra 0 til n fra vinstri til haegri, jafnan

(&) (:m)=(14)

svarar til pess a0 gildi tolu i n-tu linu feest med pvi ad leggja saman télurnar a
ska fyrir ofan til haegri og vinstri, nema pa fyrstu og sidustu sem baodar eru 1 og

svarar til
n . n . 1
0o/ \n]

Afingar 7.5

I Afing 7.5.1 Finnio Taylorroo fallsins In(1+2z) um 1. Notid ad vio bekkjum Taylorrod

fallsins In(1 + z) um 0. u
I /fing 7.5.2 Finnid fyrstu prj4 1idi 1 Taylorrod fallsins g(z) = 2 + 2% In(z). .
1 =
Afing 7.5.3 Notid ad ] = Z x" fyrir |z| < 1 til ad finna Taylorroo fallins
— X
n=0
77
f(.%') - ($ _ 1)2

um 0. Tilgreinid samleitnigeisla radarinnar sem bid reiknid og akvaroid ad lokum
gildi hennarixz =1/2. "
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Lausnir @ véldum dcemum

Zfing 7.1.1 Skodum hina freegu Fibonacci runu, sem er skilgreind med a1 =1, a3 =1
0g Apt2 = Gp + ant1,n € N

a) Synid ad runan er vaxandi.

b) Synid ad runan er ésamleitin.
Abending: [1id b) er t.d. haegt ad gera rao fyrir ad runan sé samleitin ad L € R og syna
svo a0 pao leidir til métsagnar.

m Lausn Reiknum fyrst nokkra fyrstu lidi i rununni
(an)nen = (1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, ....).

Runan er jakvaed og vid sjaum ad a; < as < ag og ad almennt er a,, 1o = apr1+ay > ani1
pvi a,, > 0, svo runan er vaxandi fyrir 61l n € N.

Synum nu ad runan sé 6samleitin. Gerum rad fyrir ad runan sé samleitin ad rauntol-
unni L, p.e. ad lim a, = L. P4 gildir ad

n—-+00

lim a = lim a =L
n—+00 ntl n—~+00 2

svo vio faum

L= lim anez= M (Gner ¥ 0n) = Um anpst lim an =LA L =2L.
Sem sagt hofum vio ad L = 2L sem er adeins uppfyllt ef L = 0. Markgildi rununnar
getur ekki verid 0 par sem hin byrjar i 1 og er vaxandi, svo petta er métsogn. Forsend-
an sem vid byrjudum meo hlytur pvi ad vera rong. Pvi getur markgildio ekki verid til
og runan er pvi 6samleitin.

Regla 7.1.1 lidur 4 segir okkur nu ad par sem runan er vaxandi ad lokum og 6samleitin,
pa er naudsynlega nll}r_{loo ay, = +00.

Athugid a0 betta er ekki 1 métsogn vid bad sem vid syndum pvi (400) + (+00) = +oo.

Zfing 7.1.2 Skodum rununa (a,),en sem er skilgreind med a; =2, a2 = 1 0g ay 42 =
2an41 — ap — 2 fyrir 61l n > 1.

a) Reiknid a3, a4 0g a5 og dragido alyktun um halla rununnar.

b) Sannid med prepun ad runan sé minnkandi.
Abending. 1 b)-1id hentar betur ad sanna ad apt1 — an < 0 fyrir 6ll n € N.

m Lausn Sjaum fyrst ado
a3 =2a3—a1 —2=-2, ag=2a3—azy—2=-7, as =2a4 —az3—2=—14

og runan virdist vera minnkandi. Nd skulum vio sanna pad.
Sanna skal ad a,,11 < a,, sem er jafngilt a,.1 — a, < 0 fyrir 61l gildi 4 n € N.
¢ begar n = 1 faest as — a; = —1 < 0 pannig ad ¢jafnan er sonn pegar n = 1.
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* Gerum rad fyrir ad a,+1 — a, < 0 (prepunarforsenda) og synum fram a ad
An+4+2 — Qp+1 <0. Faum:
pt2 — Qpyl = 20p41 — ap — 2 — a4 (skv. skilgreiningu & rununni)
= Qpt1 — Qp — 2
< -2 (skv. prepunarforsendunni)
Af pvi feest apyo — any1 < -2 <0.
e Skv. grundvallarsetningu um prepun er a,,; < a, fyrir 611 n og runan er
minnkandi.

n—4

Afing 7.1.3 Skodum rununa (a,),cn par sem a,, =

a) Finnio efra mat ef runan er takmoérkud ad ofan olg nedra mat ef runan er tak-
morkud ad nedan.

b) Er runan jakvaed eda neikvaed ad lokum?

¢) Er runan vaxandi eda minnkandi? Munid ad rékstyoja.

d) Er runan samleitin eda 6samleitin?

m Lausn a) Préfum fyrst ad gera rad fyrir pvi ad runan sé takmokuo ad ofan med efra
mat 5. Pa faest

n—4<5 - S 9
n Y]
n+17— - 6

sem er rétt pvi n € N og vid hofum synt ad runan er takmorkud ad ofan. Préfum naest
a0 gera rao fyrir pvi ad runun sé takmorkud ad nedan med nedra mat —5. Pa faest

a, <5H <&

an > —5

n -+ 6
sem er lika rétt pvi n € N. Runan er pvi takmorkud ad ofan og ad nedan og par med
takmorkud.

b) Allir lidir i rununni eru augljéslega jakvaedir fyrir n > 4 skv. formdlunni svo runan
er jakveed a0 lokum.

—4
¢) Baum til tilsvarandi fall f(z) = %H; ba er f(n) = ay fyrir 61l n € N. Fallid er

stranglega vaxandi pvi
)
/ —
Fo) =y >0

og ba vitum vid ad runan er einnig stranglega vaxandi.
d) Runan er samleitin pvi
n—4 . 1—-4/n 1-0

lim =

= lim = =1.
nstoon+1 notool+1/n 1+0

Zfing 7.3.1 Akvardid hvort eftirfarandi radir eru samleitnar eda 6samleitnar. Rok-
sty0jid og visid i videigandi reglur.
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+oo 1
V2
+o0 n
e
b) Z CE]

o Z 17. 4 ¥ \F
1
mlausn  a) Z —
n="7 n-
+0oo 1 +oo 1
(i) Vid hofum ad Z — = Z — sem er p-rod med p = 1 svo hin er 6samleitin.
" —5 1
1 =1
(i1) Einnig getum vid notad ad Y > — fyr1r oll n > 2 og vid vitum ad Z —
1"
+o0 " 1
er 6samleitin (p-r60 meod p = 1), svo skv. Samanburdarproéfi er rédin 5
n—

.. n="7
6samleitin.

b) Latum a,, = og reiknum

(n+1)!
n+1 1
p= lim Intl _ iy & (n+ 1)t — lim ——— =0
n—+00 Gy, n—>oo (n + 2) en n—oo n 4+ 2
+o00 en
svo skv. Kvétaproéfi er Z —— samleitin.

+1)!
1
¢) Vid vitum ad rodin Z f er 6samleitin (p-r6d med p = 1/2). Latum a, =

™ 0 1 og reiknum
—_— iknu
174+ vn Jn 8
. an . ﬂ'\/> . ud
1 — = lim 1 — = 71">0
oo by notbo 1744 /i nodbe 174/t 1
+o00 "
svo skv. Markgildisproéfinu er rodin ———— 6samleitin.
vo skv. gildisp u i z::l ZEawn iti

Zfing 7.3.2 Akvardid hvort eftirfarandi radir eru samleitnar eda 6samleitnar. Rok-
sty0ji0 med videigandi profi.

400 9
a) nz::lw—n
400 1
b -
) ;cos <n>
+o0
\/ﬁ
©) ngl 1+n
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d) —
24 2k + 1)

=2 =X /1\" 1
mlausn a) Z = =2 Z () . Petta er kvétarod med kvéta 0 < r = = < 1 svo
n=1 T n=1 ™ ™

rodin er samleitin.
n——+0o0

1
b) Athugum ad lirf cos <n> =1 # 0, svo r60in er 6samleitin.

+o0o
¢) R60in er 6samletin skv. Markgildisprofi pvi —— er 6samleitin og

n=1 \/’ﬁ
NG

lim ltn _ lim

n—+00 1 T nStoo 1+n

NLD

d) R60in er samleitin skv. Kvétaprofi pvi

=1>0.

2k+1 (2k + 1)! , 2

o 20k +1)+1)! ok n-sFoo (2k + 3)(2k + 2) 0

Zfing 7.3.3 Notid videigandi prof til ad kanna samleitni radarinnar

+Z°°3k2+k:+1
= RVE+1

32+ k+1 1

Lausn Vid notum Markgildispréf. Latum a, = ——— og by, = — m
u g P k EN g Ok

. Fau
Vk

11
a  BR+k+D/0VE+D)  3VE+kVE+VE STt @
k2Vk

—+00
sem stefnir a4 3 pegar £ — +oo. Nu er r6oin Z by, 6samleitin. Skv. Markgildispréfinu

k=1
“+oo

er pa Z ay lika 6samleitin.
k=1

Zfing 7.4.3 Veldarsoin
+00

Z n3(3z — 2)"

n=0
er alsamleitin fyrir € ]a, b og 6samleitin fyrir 61l 6nnur z. Finnid fastana a,b € R.
Notid kvétaprofio.
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s Lausn Vid ldtum a,, = n3(3z — 2)" og reiknum

(n+1)3(3z — 2)"*+1
n3(3x —2)n

an+1
Gn

= lim

n—-+00

= lim
n—-+00

= |3z — 2|.

Nu segir Kvétaprofio okkur ad rédin sé alsamleitin ef

1
p<l & [Br-2I<l & —-1<3zx-2<1 < §<x<1.

N1 er gefio i deeminu ad rodin er alsamleitin & opnu bili |a, b[ en 6samleitin par fyrir
utan. Kvétaprofio gaf okkur ad rodin er alsamleitin a bilinu % <zx<lsvoa= % og
b=1.

Zfing 7.4.4 Akvardid steersta bilid fyrir z pannig ad veldarsdin

+C>01

Z ﬁ(l — 3z)"

n=1

er alsamleitin (e. absolutely convergent). Athugio ad bilid geeti verid lokad eda half
lokad (s.s. sko0id lika endapunkta bilsins).

m Lausn Byrjum a ad umrita:

L= L (oo )Y =2 (1)

N sést a0 petta er veldar6d um ¢ = 1/3 med a,, = _7132) . Reiknum svo
Ang1| (=3)" 1/ (n+1)2 e n2
an | (=3)"/n? B (n+1)2

2
Par sem niz stefnir a 1 pegar n stefnid a 6endanlegt faest

(n+1)

an+1
Gn

lim
n—-4o00

=3,

pbannig ad samleitnigeisli radarinnar er R = 1/3. Samleitnisbilid er pa 4 milli 1/3 —
1/3=00g1/3+1/3=2/3.
Vid skodum endapunktana sérstaklega. Ef t = 0 er 1 — 3z = 1 og vid fAum r6dina

+001

D

n2
n:ln
sem er alsamleitin. Sémuleidis, ef x = 2/3 er 1 — 3z = —1 og vid faum rodina

= (=D)"
n2

(]

n=1

sem er einnig alsamleitin pvi tolugildi (—1)"/n? er 1/n2.
Samantekid faest ad veldarsooin er alsamleitin & bilinu [0, 2/3].
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ZAfing 7.4.6 Skodum veldarodina

> (57
)
e 2\ 2

a) Finnid samleitnigeisla (e. radius of convergence) og samleitnimidju (e. center of
convergence) veldaradarinnar.

b) Finnidé summuna fyrir x = 15.

¢) Finnid summuna fyrir x = 5.

m Lausn (a) Vid byrjum a ad umrita

To0gntl /. no 1t gntl g n 1% gntl " I gn+l N
2 o (2_7) - Z@ on (2<x_14)) =2 e (0 W =2 T w1y
n=

n=0 n=0 n=0

og sjdum nu ad samleitnimidjan er ¢ = 14. Reiknum nu L til ad finna geislann:

, 3nt2gn 3
L= ngr—&{loo AT gntl ~ g
svo samleitnigeilsinner R = — = 3 Vid vitum pa ad r6din okkar er alsamleitin fyrir
x €]14 — %, 14 + %[ = ]%7 %[ og ad rodin er 6samleitin pegar z < % og pegar = > 4—36.

(b) Latum nu x = 15 og faum kvétarood svo vio getum reiknad summuna

120 gn+l " I 3. 3n o g\ 1
E 15 —-14 :E :35 - =3 ——FF =12
4n ( ) qn o (4) 1—3/4

(c) Vid sjaum ad = = 5 er fyrir utan samleitnibilio og r60in er pvi ekki samleitin fyrir
petta gildi og ekki haegt ad reikna summuna sem rauntélu. Par sem lidirnir eru plis
og minus 4 vixl og vaxandi ad télugildi er summan heldur ekki —oc eda +oc.

Afing 7.4.7 Skooum veldar6dina

§rew(y sy

n=0

a) Finnid samleitnimidju (e. center of convergence) og samleitnigeisla (e. radius of
convergence) veldaradarinnar.

b) Finnid summuna ef z = 6.

¢) Finnid summuna ef x = 17.4.
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m Lausn a) Byrjum & ad umskrifa,

ey e\t X (e =

Z_:Qn<1—3> 2267”(3—36) 22_367(96—3) ,

n=0 n=0 n=0

og pa sjaum vid ad samleitnimidjan er ¢ = 3. Svo finnum vid geislann med Kvétaprofi;

vio reiknum )

6
og sjdum a0 geislinn er R = 1/L = 6. R60in er s.s. (al)samleitin 4 bilinu x €]3—6, 3+6[=
] —3,9].

6n

n——+00

b) x = 6 er innan samleitnibilsins og haegt er ad reikna summuna med kvétaroo.

+M)1 . +K>1 . +oo 1\ " 1
20" = 2 w0 _Z(2> 112

n=0 n=0 n=0

¢) ¢ = 17.4 er fyrir utan samleitnibilid, svo rodin er ekki samleitin fyrir x = 17.4 og
ekki haegt ad reikna summuna sem rauntélu pvi hiun er ekki skilgreind. Aftur 4 moéti
er ljost ad

X1 L AR 144\
;7(174—3) _T;)((S) = +o0.

Zfing 7.4.8 Notio veldarsdina

1 X
= noo1 1
- nz_%x , <z<l,
til a0 finna veldaradarframsetningu fyrir fallid

1

og gefio samleitnibil (e. interval of convergence) veldaradarinnar.

m Lausn Vid pekkjum veldarsdina

1 =
_ n
1_:6_295 , —l<z<l,
n=0
og vid byrjum a ao diffra bAdum megin vid jafnadarmerkid og faum

—+00

1 = n—1 n
m:;n:z :Z(n—l—l)x.

n=0

Athugid ad samleitinibilid breytist ekki pegar vio diffrum. Nu gerum vid breytuskiptin
x = 2t og faum

1 I +o0
T go(n +1)(20)" = nzzjo(n L 1)2m,

Samleitnibilid fyrir pessa r60 er —1 < 2¢ < 1 b.e.a.s. —1/2 <t < 1/2.
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Afing 7.4.9 Vitad er a0

“+00
fa)= 1 =Sk fyrirellae] —1,1]
k=0

1—a £

Reiknid summu radarinnar

Sr(D) s b dialy
= \2 B 2 4 8

Abending: Notid f'(z).

m Lausn 7.1 Veldarsdina ma diffra 1id fyrir 1id0 &4 samleitnabilinu | — 1, 1] og ba er
+00
f/(l’) — Z kl‘k_l
k=1

og ef vio setjum x = 1/2 faest

Einnig gildir

pannig ad

Tekid saman faest

Afing 7.5.1 Finnid Taylorroo fallsins In(1 + 2z) um 1. Notio ad vido pekkjum Taylorrsd
fallsins In(1 + z) um 0.
m Lausn Vid vitum ad

4o =S CV T e

n xTr) = — n €, r =
Petta er Taylorr6din um 0 en vio viljum finna Taylorr6d um 1. Vid byrjum a pvi a4 ad
umskrifa fallid sem

In(1+2z)=In(1+2(z—-1)+2)
=In(3+2(x—1))

— In(3 <1+ 2(9”3_ 1)))

— In(3) +1n (1 + 2(33; D)
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svo nu getum vio gert breytuskipti i r60inni fyrir In(1 + z) og faum

2(x —1

+o0  1\n—1 n 400/ 1\n—1lon
i+ 20) =)+ 30 S () = - X S
n=0 n=0

3"n

(x —1)".

. . 2(r —1
Petta er Taylorrod fallsins fyrir —1 < (:Ug ) <1< —1/2 <z <5/2(s.s. er betta

samleitnibil Taylorradarinnar).
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attun, 9

a0 lokum (runa), 187
afleida, 50
alsamleitid heildi, 84
alsamleitni, 197

bogalengd, 21
bogalengd, formula, 21

Cauchy-margfeldi (radir), 215

dalkvektor, 40
dalkvigur, 40
diffrun, reiknireglur, 18

efra mat (runa), 186
einfaldur ferill, 10
einfaldur lokadur ferill, 10
einhalla (runa), 186
einingarvektor, 19
einingarvigur, 19

fall, medalgildi, 81
fall, samfellt, 45
fall, stigull, 135
fall, vektorgilt, 7
fallandi (runa), 186
fero, 17

ferilheildi, 24, 140
ferill, 7

ferill, attun, 9

ferill, lengd, 21
ferill, stikun, 7
fjolvisir, 50
flotur, 122
flotur, stikun, 122
flaedi vektorssvios i gegnum fl6t, 150
flaedi vigursvios i gegnum flot, 150
formengi, 39
formengishefdin, 39

Gauss, Setning, 172

Gauss, Setning i 2-viddum, 165
Green, Setning, 163

grennd, 48

hagildi, 63

haedarlina, 40

heegri handar regla, 172
heild, 3-vio, 111
heildarafleida, 49

heildi, 2-viddir, 73

heildi, itrekad, 73

heildi, 6eiginlegt, 84
heildi, alsamleitid, 84
heildi, hnitakerfaskipti, 95
heildi, stikao yfirbord, 125
heildi, tvofalt, 73
heildisprof (r60), 201
Hesse-fylki, 64
hlutafleida, 47



248

ATRIDISORDASKRA

hlutsummuruna, 192
hnitakerfaskipti, 95
hnitakerfisskipti, 88, 95
hornréttur, 20

hrodun, 17

hradi, 17

hvirfill vektorsvids, 144, 145

itrekad heildi, 73
i, 8,12

j, 8,12

jakvaed (runa), 186
Jacobi fylki, 49, 55
Jacobi-akveda, 96

k, 12

kikisroo, 195

kdluhnit, 117

kiluhvel, stikun, 123

kartesisk hnit, 89

Ke0jureglan, 58

Kedjureglan, almenn utgafa, 60
kvétaprof (ro0), 207

kvétarod, 194

linubutur, stikun, 8
linuleg nalgun, 54
linustrik, stikun, 8
linuvektor, 40
linuvigur, 40
laggildi, 63

lengd ferils, 21
lokadur ferill, 10

meetti, 137
Maclaurenrso, 225
markgildi, 42

markgildi (runa), 187
markgildi, reiknireglur, 42
markgildisprof (r60), 205
massamidja svaedis, 81
Maxwell, jofnur, 145
medalgildi falls, 81
minnkandi (runa), 186
myndmengi, 39

V, 49

nabla, 49

nedra mat (runa), 186
neikvad (runa), 186

normalvektor, 52, 126
normalvektor, formula, 52
normalvigur, 52, 126
normalvigur, formila, 52

6eiginlegt heildi, 84
6samleitin runa, 187

polform, 88
p6lhnit, 88
Pascal-prihyrningur, 235

ro0, 185, 192

r60, alsamleitni, 197

ro0, Cauchy-margfeldi, 215
160, heildisprof, 201

160, kvétaprof, 207

r60, markgildisproéf, 205
160, rétarprof, 208

r60, samanburdarproéf, 203
ro0, skilyrt samleitni, 197
rond sveedis, 163

rét vektorssvios, 144

rot vigursvios, 144
rétarprof (r60), 208

radir, reiknireglur, 197
Risch algéripminn, 23
Vx, 144

runa, 186

runa, 6samleitin, 187
runa, ad lokum, 187

runa, efra mat, 186

runa, einhalla, 186

runa, fallandi, 186

runa, jakvaed, 186

runa, Klemmuregla, 188
runa, markgildi, 187
runa, minnkandi, 186
runa, nedra mat, 186
runa, neikvaed, 186

runa, samleitin, 187
runa, takmorkud, 186
runa, takmorkud ad nedan, 186
runa, takmorkud ao ofan, 186
runa, vaxandi, 186

sodulpunktur, 63
sivalningshnit, 114
samanburdarproéf (réd), 203
samfelldni, 45

samfellt fall, 45
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samleitin runa, 187
samleitnibil (veldarsd), 210
samleitnigeisli (veldar6d), 210
samleitnimidja (veldarsd), 210
samleitnipréf, 200

Setning Gauss, 172

Setning Gauss i 2-viddum, 165
Setning Green, 163

Setning Stoke, 173

skilyrt samleitni, 197
skurdferill, 11

snertill, 47

snertiplan, 47, 52

snertiplan, formula, 53
sporbaugur, 11

stoduvektor, 16

stefnuafleida, 57

stefnuhraoi, 17

stigull, 49, 135

stikadur flotur, 122

stikun ferla, 7

stikun graf falls, 11

stikun kuluhvels, 123

stikun linubts, 8

stikun linustriks, 8

stikun skurdferla, 11

stikun sporbaugs, 11
stofnbrotalidun, 195

Stoke, Setning, 173

svaedi, einfaldlega samanhangandi, 141
svaeoi, rond, 163

svaedi, samanhangandi, 141
svidslinur, 136

tolusvid, 135

takmorkud (runa), 186
takmorkud ad nedan (runa), 186
takmorkud ad ofan (runa), 186
Taylor-marglioa, 227

Taylorroo, 225

tvofalt heildi, 73

tviliduregla, 217

utgildi, 63

V-, 145

uppspretta vektorssvios, 145
uppspretta vigursvids, 145

varoveitio vektorsvio, 138
varoveitio vigursvio, 138

vaxandi (runa), 186
vektorgild foll, 7

vektorsvio, 135

vektorsvio, ferilheildi, 140
vektorsvio, flaedi i gegnum flot, 150
vektorsvio, rét, 144
vektorsviod, uppspretta, 145
vektorsvio, varoveitid, 138
veldar6o, 210

veldar69, diffrun, 216
veldarod, heildun, 216
veldar6d, samleitnibil, 210
veldaroo, samleitnigeisli, 210
veldaroo, samleitnimidja, 210
veldisradarframsetning, 219
vigursvio, 135

vigursvid, ferilheildi, 140
vigursvio, fleedi 1 gegnum fl6t, 150
vigursvio, rét, 144

vigursvid, uppspretta, 145
vigursvio, varoveitio, 138
vildarfall, 54

prepun, upprifjun, 223
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